
4r::7 

629997 

63808 
s3am1 
63002 
65003 
63004 
63005 
63006 
65007 
63208 
635007 
65010 
635011 

63012 

15 gshapec$, 188,128 

28 end 

rem #*%%*%*%# es folgt der datagenerator bzw di 
e datas ####%%* 

printchr$ (147) 63028"data"len(a#) 

i=1:k=B | 

do 

:z=B:print63821+k"data"s; 

:do while i<len(a#) 

s:printasc (mid$(a$,i,1))","ssi=si+tl:z=z+1 

::ifz=1@thenexit 

: loop 

sprintasc (mid$(af,i,1)):i-iti:k=k+1 

loop while ii{len(a$) 

prints3ß21+k"data"asc(mid$(a$,i,1)) 

print"63815 reada: fori=1toa:readb:b#=chr$(b) 

ıc$=c$+b$:nexti:sreturn" 

print"deletes3098-63012" 

Listing 12. »SHAPE DATA« (Schluß) 

id rem #*###*#** kollision von sprites und shapes ####* 

22 rem ####%* shapes zu sprites umwandeln ####*% 

JO remtrraraeaeR multicolor-sprites #000 0%% 

48 color@,1:colori1,6:color2,2:colorS,3:color4,1:co 

lorS,2 

5@ graphic3,i1:circle1,5,18,5,18:box2,8,2,18,20:dra 

w3,0,1@t0190,1® 

62 draw3,5,8t05,28 

72 sshapea# ,90,8,11,28 

88 sprsavaf,1:sprcolord,3:movspr1.1290,128:spritel, 

1,2,08,28,0,1 

98 sleep2 

1BQ rem#t###%#%#%% normaler hiressprite ##HHHHHH#%% 

118 graphici1,1:circle1,590,18,18,1@:circle1,50,10,7 

‚7:circlei1,50,18,4,4 

122 sshapeb#,48,0,63,28:gshapea#,2,@ 

158 sprsavb#,2:movspr2,280,228:sprite2,1,6 

142 movspri1,@0#4:movspr?,, 70#8 

158 sleep? 

1652 rem#t#x#r#*##%# loeschen der strings ###x##xx#%* 

178 clr 

18B rem#t######*4#%* uebertragen von sprites in shape 
SS HERE . 

198 sprsavi ,af:sprsav2,b# 

282 gshapea#, 159,108: gshapeb#, 298,190 

Z1@ remtrrarkaare steuern von sprite 1 #rHrHnnaHR* 
1B rem **##*#* shapes zu sprites umwandeln ###%%* 

15 rem#tHtrt#r#%%RR* multicolor-sprites #KRHRRnRRr 
228 char1,28,8,"joystick port 2" 

remt#t#####%% kollision m. shapes Kran HH 

w3,8,180t0190,18 

48 draw3,5,8t05,28 

5@ sshapea$,8,0,11,28 

1,2,28,0,0,1 

65 sleep2 

7:circle1,50,10,4,4 

112 movspr1,90#4:movspr2,79#8 

Listing 13. »SHAPE UND SPRITE«. 
Shapes werden zu Sprites 

68 sprsava$,l:sprcolor6,53:movspr1,180,18@:spritel, 3a0 

78 remt#x%%%%##% normaler hiressprite KH R% 
88 graphici,1:circle1,590,19,10,180:circle1,5@0,180,7, 340 

98 sshapeb#,48,9,63,28:gshapea#,®,® 

180 sprsavb$,2:movspr2,288,280:sprite2,1,6 370 

28 color@,1:color1,6:color2,2:color3,3:color4,1:co 240 movspr1,2#0 

lor5,2 i . 258 x=rsppos (1,8) :y=rsppos (1,1) :i=6: j=3 
38 graphic3,1:circlei1,5,18,5,18:box2,8,0,10,20:dra 260 collision2,37@ 

288 goto278 

collision2 

428 return 

278 onjoy (2)gosub279,309,310,320,330,340,350, 360 

298 y=y-Z:movspri,x,y:return 

x=x+tl:y=y-1l:movspri,x,y:return 

31 x=x+2:movspri,x,y:return 

32@ x=x+tl:y=y+1l:movspri,x,y:return 

330 y=y+t2:movspri,x,y:return 

x=x-lsy=y+tl:movspri,x,y:return 

3580 x=x-Z:movspri,x,y:return 

F6Q x=x-1l:ey=y-l:movspri,x,y:return 

388 i=i+tl:ifi>iötheni>el 

5398 j=j+t3:sifj>löthenj=i 

400 sprcolori,j 

418 collision2,378 
Listing 14. »SHAPE/SPR-KOlL«. 
Zusammenspiel von Sprites und Shapes 

Fractals: Ausdruck einer 
Revolution im naturwissen- 
schaftlichen Weltbild, sicht- 
bar gemacht auf dem Bild- 
schirm. Was es damit aufsich 
hat, wie sie entstehen und 
wie man sie auf dem C128 
erzeugen kann, zeigt Ihnen 
dieser Artikel. 

ls Beispiel für die Anwendung 
von Mehrfarbengrafik auf 
unserem C 128 behandeln wir 

ein Thema, dasin denletzten Jahren 
zunehmend an Bedeutung gewon- 
nen hat: die sogenannten Fractals. 
Durch Rekursion (dieser Begriff 
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wird gleich noch erklärt) meist sehr 
einfacher mathematischer Bezie- 
hungen lassen sich mit Hilfe des 
Computers Bilder von überra- 
schender Schönheit erzeugen. Der 
Computer und die neuesten 
Erkenntnisse der angewandten 
Mathematik als Instrumente derbil- 
denden Kunst? Versuchen Sie es 
selbst! 

Die Realität ist fradal! 
Bevor wir uns die Praxis ansehen 

- Rezepte dafür sind häufig zu fin- 
den [1][6] - sollten wir uns etwas mit 
der Bedeutung der Fractals befas- 
sen. Daß solch ein Gebilde nämlich 

Apfelmännchen: 
chönheit im Chaos 

als Computerkunst unsere ästheti- 
sche Ader anspricht, ist eigentlich 
nicht mehr als ein erfreulicher 
Nebeneffekt. In Wahrheit sind 
diese hübschen Bilder ein Aus- 
druck des derzeitigen Wandels im 
naturwissenschaftlichen Weltbild, 
der von vielen Zeitgenossen gera- 
dezu als Revolution empfunden 
wird. Daserforderteine Erklärung: 

Prinzipiell existieren in der Natur 
zwei gegenläufige Tendenzen: eine 
zerstreuende (dissipative) und eine 
ordnende. Letztere findet ihren 
Ausdruck beispielsweise in der 
Regelmäßigkeit von Kristallen oder 
Planetensystemen. Die klassische 
Physik versucht seit Jahrtausenden 
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alles Weltgeschehen von diesem 
Denkansatz (die Ordnung der 
Dinge zu ergründen) her zu erklä- 
ren. Durch Idealisieren und Abstra- 
hieren wurden Theorie und Experi- 
ment zum mächtigen Gebäude der 
Naturwissenschaften 
gefügt. 

Relativ neu im Vergleich dazu ist 
die Untersuchung der anderen - 
der zerstreuenden - Tendenz. Sie 
findet ihren ersten Ausdruck in der 
sogenannten Molekularkinetik 
(Stichworte dazu sind Entropie und 
Wärmetod) und ihren derzeitigen 
Höhepunkt in der modernen Quan- 
tentheorie. Hier arbeitet der Natur- 
wissenschaftler mit dem Instrumen- 
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Bild I. Die Gauß-Zahlenebene 

Bild 2. 
Die normale Mandel- 

brot-Menge: das 
»Apfelmännchen« 

tarıum der Statistik und Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung.  Vieler- 
orts herrscht aber die Meinung, 
daß man - wenn die Materie bis in 
die grundlegenden Bausteine er- 
kannt sei - prinzipiell auch diese 
Bereiche der Natur mit den Mitteln 
einer erweiterten klassischen Phy- 
sik beschreiben kann (das Wort 
»klassisch« ist hier etwas gewagt, 
weil zu dieser Art Physik auch die 
Erkenntnisse der Relativitätstheo- 
rie gehören würden). 
Eine Basis des naturwissenschaft- 

lichen Denkens ist der sogenannte 
Determinismus: Jede Wirkung hat 
ihre Ursache. Der Glaube, daß man 
- kennt man nur alle Einflußgrößen 

und physikalischen Zusammen- 
hänge und verfügt man über ausrei- 
chende Rechenkapazität - jedes 
Ereignis vorherberechnen kann, ist 
so alt wie unsere Kultur. Daher der 
Gebrauch des Wortes »klassisch«, 
denn auch die Relativitätstheorie 
bricht nicht mit dem Glauben an 
Ursache-Wirkungs-Ketten. Diese 
Basis ist in Jüngster Zeit erschüttert 
worden durch die Erkenntnisse 
zweier Arbeitsgebiete der moder- 
nen Naturwissenschaft, die auf den 
ersten Blick nicht viel miteinander 
zu tun haben. 

Der Begriff der »Ursach«« einer 
Wirkungwird indermodernenEle- 
mentarteilchenphysik (in der S-Ma- 
trix-Theorie) in Frage gestellt [5]. 
Von der anderen Seite sägt BMan- 
delbrot am Fundament des Deter- 
minismus: Er arbeitet am Thema 
»Extreme und unvorhersagbare 
Unregelmäßigkeiten von Naturphä- 
nomenen in Physik, Soziologie und 
Biologie«. Gleichzeitig ein Mittel zur 
Beschreibung und ein Ausdruck 
solcher Unregelmäßigkeiten in der 
Natur sind die Fractals. Mit der Ver- 
leihung der Barnard-Medaille 1985 
durch die Nationale Akademie der 
Wissenschaften der Vereinigten 
Staaten ist die Bedeutung seiner 
Arbeiten für die Wissenschaft deut- 
lich geworden: Frühere Preisträger 
sind beispielsweise Albert Ein- 
stein, Niels Bohr und Werner Hei- 
senberg [4]. 

Was sind Fradals? 
Drei Ansätze zum Verständnis von 

Fractals werden wir nun kennenler- 
nen: Einen geometrischen, einen, 
der mit der Dynamik von Wachs- 
tumsprozessen zusammenhängt 

und schließlich noch einen mathe- 
matischen Ansatz. 

Fractals und Geometrie. Mandel- 
brot hat einmal erklärt: »Die Natur 
hat der klassischen Geometrie ein 
Schnippchen geschlagen. Denn 
Wolken sind eben keine Kugeln, 
Berge keine Kegel, Inseln keine 
Kreise und Baumstämme keine 
Zylinder. Ebenso bewegt sich ein 
Blitz nicht auf einer Geraden. Und 
die Oberfläche der Planeten ist 
nicht glatt.« (Zitiert in [4). Es ergibt 
sich die Notwendigkeit, eine neue 
Geometrie anzuwenden, eine Geo- 
metrie der Natur. 
Objekte dieser Geometrie wer- 

dendurch rekursive Methoden (wir 
kommen wirklich bald zur Erklä- 
rung, was das eigentlich ist) gewon- 
nen. Sie haben merkwürdige 
Eigenschaften. So gibt es Kurven, 
die eine kleine Fläche umranden 
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Pam — 0 1:00.00, 
und dennoch unendlich lang sind. 
Die Unendlichkeit drücktsich darin 
aus, daß man bei immer genaueren 
Hinsehen immer kompliziertere 
Strukturen erkennt. Der Begriff der 
Dimension (Erinnern Sie sich: Ein 
Punkt ist ein Gebilde mit 0 
Dimensionen- er hat keine Ausdeh- 
nung. Eine Linie gehört zur ersten 
Dimension, ihre Ausdehnung läßt 
sich als Länge angeben. Eine Flä- 
che ist zweidimensional, weil wir 
von Länge und Breite reden kön- 
nen. Körper sind dreidimensionale 
Objekte, bei denen noch die Höhe 
eine Rolle spielt.), dieser Begriff 
der Dimensionen also gerät ins 
Wanken: Die Objekte der neuen 
Geometrie sind beispielsweise 
nicht mehr eindimensional, aber 
noch nicht zweidimensional (oder 
aber nicht mehr zwei- und noch 
nicht dreidimensional). Sie haben 
eine gebrochene, nichtganzzahlige 
Dimensionalität. Daher der Name 
Fractal, vom lateinischen »fran- 
gere«, was brechen heißt. 

Insekten und Fradals 

Ein Beispiel für fractale Geome- 
trie nennt Fricker [4]: Ein britisches 
Forschungsteam hat die Oberflä- 
che von gewissen Pflanzen unter- 
sucht und dafür die (fractale) 
Dimension 2.79 bestimmt. Die Fol- 
gerung daraus klärt einen Wider- 
spruch: Werden diese Pflanzen von 
zehnfach kleineren Insekten als 
ursprünglich bevölkert, dann 
nimmt deren Zahl nicht - wie man 
erwarten sollte - um das Hundertfa- 
che, sondern um etwa das Sechs- 
hundertfache zu. Den Grund dafür 
erklärt die Rechnung mit Fractals: 
1027 = 617, anstelle von 10?= 100. 
Fractals und Wachstumsdyna- 

mik. Die Gesetze des exponentiel- 
len Wachstums sind schon seit lan- 
gem bekannt. Am Beispiel der 
Bevölkerungsexplosion sollen sie 
kurz erklärt werden. Wenn X(n) die 
Bevölkerung ım Jahr n ist und p die 
jährliche Zuwachsrate, dann ergibt 
sich für die Bevölkerung im Jahr 
n+l die Beziehung: 
X(n+1l) = (l+p)*X(n) 
Will man nun die Bevölkerungs- 

zahl im Jahr n+2 erfahren, dann 
setzt man in diese Gleichung 
anstelle vonX(n)nunX(n+lein. Für 
das Jahr n+3 setzt man X(n+2) ein 
und so fort. Es ergibt sich eine 
immer steiler steigende Kurve, 
wenn man die Bevölkerungszahlen 
X() gegen die jeweiligen Jahreszah- 
len i grafisch darstellt: die Bevölke- 
rungsexplosion. 
Was wir bei diesem Beispiel 
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gemacht haben, nennt man Rekur- 
sion. Das Ergebnis einer Berech- 
nung wurde jedesmal wieder 
zurückgeführt in die Gleichung. 
»recurrere« ist lateinisch und 
bedeutet »zurücklaufen«. 
Nun ist es nicht erst seit dem 

Bericht des Club of Rome bekannt, 
daß gewisse Einflußfaktoren - bei- 
spielsweise ein Mangel an Rohstof- 
fen oder Nahrung -dem Wachstum 
Grenzen setzen. Ein belgischer 
Naturwissenschaftler namens Ver- 
hulst hat schon in der Mitte des vori- 
gen Jahrhunderts ein Wachstums- 
gesetz entdeckt, das einen Aus- 
druck 

p*(l-a*X(n)) 
verwendete In völlig anderen 
Zusammenhängen spielt dieser 
Ausdruck in der modernen Wis- 
senschaft eine wichtige Rolle 
(Laserphysik, Evolutionstheorie, tur- 
bulente Strömung von Medien). Ent- 
wickelt man diese Beziehung rekur- 
siv, dannkann-in Abhängigkeitvon 
den jeweiligen Parametern und 
nach genügend häufigen Schritten 
- dreierlei geschehen: 

- Exponentielles Wachstum (wie 
schon gehabt) 
- Zurückgehen der Ergebnisse bis 
auf Null oder einen jeweiligen 
Grenzwert 
- Dazwischen aber gibt es merk- 
würdige Verhaltensweisen. Man 
kann bei bestimmten Ausgangs- 
werten ein Öszillieren der Ergeb- 
nisse beobachten, das mehr oder 
weniger regelmäßig erfolgt [3] und 
stark von dem exakten Wert der 
Wachstumsrate abhängt. Schon 
eine klitzekleine Anderung der 
Ausgangsbedingungen kann ent- 
scheidenüber einen völliganderen 
Verlauf der Wachstumskurven. 
Dieses Grenzdasein ist untrenn- 

bar mit Fractals verbunden. Auf 
welche Weise, das soll uns der 
nächste Abschnitt zeigen. Interes- 
sant indem Zusammenhang ist es, 
daß die bisher erwähnten Anspie- 
lungen auf Fractals ebenfalls 
immer Grenzen betrafen: Die 
Oberfläche einer Pflanze, die 
Umrandung einer Fläche, die 
schmale Linie zwischen exponen- 
tiellem Wachstum einerseits und 
Abfallen auf Null andererseits... 
Ein einfacher mathematischer 

Weg zu Fractals: B.Mandelbrot 
[9,10] hat eine Anzahl Funktionen 
untersucht, von denen eine der vor- 
hin gezeigten Wachstumsfunktion 
ähnelt: 
Xn+l) = Xm)+C 
Wir nehmen also einen beliebigen 
Wert X(n), quadrieren Ihn und 
addieren einen konstanten Wert C. 

Wieder setzen wir das Ergebnis 
X(n+1) als X(n) neu ein und beob- 
achten, wie sich bei fortgeführter 
Iteration (also weiteren Rekursio- 
nen) der berechnete Wert verhält. 
Wenn C = 0 ist, ist die Situation 

relativ einfach: 
Falls wir mit einem X-Wert kleiner 

als 1 beginnen, ergibt sich durch 
Quadrieren ein noch kleinerer 
Wert und bei weiterer Rekursion 
nähert sich das Ergebnis schließ- 
lich der Null. 
Wenn wir dagegen einen Start- 

wert größer als ] wählen, dann ist 
sein Quadrat noch größer und sehr 
schnell strebt das Ergebnis gegen 
Unendlich. 
Man nennt diese Zahlen, gegen 

die jeweils die Ergebnisse tendie- 
ren »Ättraktoren« [3]. So haben wir 
im bisher betrachteten Fall die 
Attraktoren 0 und Unendlich. Jeder 
dieser Attraktoren besitzt Einfluß- 
sphären: Zu 0 gehören alle X- 
Anfangswerte, deren Absolutbe- 
trag kleiner als 1 ist, zu Unendlich 
gehören alle anderen Anfangs- 
werte. Die Zahlen 1 und -l bilden 
Grenzen der Einflußsphären. 

Wählen wir nun einen anderen 
Wert für die Konstante C, beispiels- 
weise C=1. Beginnt man nun mit 
X=0, dann erhält man der Reihe 
nach: 
0, 1, 2, 5, 26, 677.... 
Welchen Startwert für X wir auch 

immer wählen (probieren Sie es 
mal aus!), jedesmal entwickelt sich 
das Ergebnis nach wenigen Schrit- 
ten zur Unendlichkeit hin. Ein 
Attraktor ist verlorengegangen! 
Nehmen wir nun mal den Wert -1 

für die Konstante C und starten mit 
X =], dann finden wir diese Ergeb- 
nisreihe: 
1,0, -1,0-1,0,-1,.0, ... 
Die Werte pendeln hin und her 

um einen periodischen Attraktor, 
der seinen Einflußbereich auf die 
X-Startwerte zwischen -1.618 und 
+1.618 ausdehnt. Versuchen wir 
beispielsweise den Startwert .5, 
dann ergibt sich: 
‚5, -75, -4375, --8086, -.346, -.880, 
-2253, etc. 
Alle anderen Startwerte tendie- 

ren schnell zur Unendlichkeit: Bei- 
spielsweise beim Startwert 3: 
3, 8, 63, 3968, ... 
Wir haben demnach nun wieder 

2 Attraktoren, von denen einer ein 
periodischeristund derandere die 
Unendlichkeit. 
Probieren Sie dieses Spiel noch 

etwas durch mit verschiedenen. 
Konstanten C und Startwerten X. Sie 
werden immer finden, daß ein 
Attraktor unendlich ist. Für C-Werte 
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a + bi ausgehen, dann ist 

lzIl = SQR(a? + b2) ihr Betrag. 
Zum zweiten soll noch eine 

Methode zur grafischen Darstel- 
lung komplexer Zahlen vorgestellt 
werden, die der berühmte Mathe- 
matiker Gauß entwickelt hat: die 
Gauß’sche Zahlenebene. In Bild 1 
ist das Prinzip erläutert: 
Auf den ersten Blick sieht das aus 

wie ein normales Koordinatensy- 
stem. Bei näheren Hinsehen erken- 
nen Sie, daß in der horizontalen 
Achse derRealteil, inder vertikalen 
aber der Imaginärteil einer kom- 
plexen Zahl erfaßt wird. Jeder kom- 

| plexen Zahl entspricht nun ein 
Punkt auf dieser Ebene. 
Noch eine kleine Bemerkung zur 

sicher bei Ihnen auftretenden 
Frage, was man denn um Himmels 
willen mit diesen merkwürdigen 
Zahlen anfangen kann. Fragen Sie 
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Bild 3. Die Gauß-Ebene im Programm »MANDELBROT2« 

zwischen -2 und 0.25 gibt es dann 
noch einen 2. Attraktor, der entwe- 
der ein einfacher oder ein periodi- 
scher istoder aber einmerkwürdig 
chaotischer [3]. 
Wir sehen schon, daß mit dieser 

einfachen mathematischen Glei- 
chung allerhand Interessantes 
anzustellen ist. Um nun zur grafi- 
schen Darstellung dieser Zusam- 
menhänge zu gelangen - denn das 
sind die Fractals, wie Sie sie in 
Abbildungen sehen -, werden wir 
noch eine besondere Art von Zah- 
len kennenlernen, die uns wesent- 
lich mehr Möglichkeiten bietet. 

Komplexe Zahlen 
Keine Angst, es wird jetzt nicht 

plötzlich abgehoben in die höheren 
Sphären der Mathematik. Kom- 
plexe Zahlen sind nämlich im 
Grunde genommen ganz einfach zu 
verstehen. Ihre Einführung ergab 
sich aus der Wurzelrechnung. Eine 
Quadratwurzel wie /4 ist ja defi- 
niert als die Zahl, die mit sich selbst 
multipliziert das Argument der 
Wurzel ergibt. In unserem Beispiel 
ist das Argument die 4 und 2*2 ist 4, 
somit ist die Quadratwurzel von 4 
eine 2. Weitere Beispiele: 

l=Yyl 
aber auch -3 = 9, weil auch 
(-3)*-3)=9 gilt. Probleme werden 
Siehaben, wenn Sie aufIhrem Com- 
puter mal versuchen, die Aufgabe 
PRINT SORC2) zu lösen. Es gibt 
keine Zahl aus dem normalen Zah- 
lenbereich, die mit sich selbst mal- 
genommen eine negative Zahl er- 
gibt. Der Computer steigt mit einer 

Fehlermeldung aus. Auch die Men- 
schen sind bei dieser Fragestel- 
lung lange Zeit »ausgestiegen«. 
Irgendwann (das war im 17. Jahr- 
hundert) kam aber mal jemand auf 
die Idee, eine neue Sorte von Zah- 
len einzuführen , die sogenannten 
imaginären Zahlen, deren einfach- 
stes Glied die Zahl iist. Dabei sollte 
i=/-1 sein. Man kann tatsächlich 
damit rechnen und manches Mal 
ergeben sıch aus solchen Rechnun- 
gen wieder unsere gewohnten Zah- 
len, wenn nämlich einmal i? auftritt, 
welches -] ist: 
i=y-] 
? = - 
Noch etwas komplizierter wird 

das mit den sogenannten komple- 
xen Zahlen. Die sind zusammenge- 
setzt aus einem Realteil (das sind 
unsere normalen Zahlen) und 
einem Imagınärteil (also einem Teil, 
in dem i eine Rolle spielt). Solche 
Zahlen sehen immer so aus: 
=a+ b*i 

Realteil Imaginärteil 
Mit solchen komplexen Zahlen 

kann man auch wunderbar rech- 
nen, was Ihnen an der Addition 
gezeigt werden soll: 
(2+3) + 4-) = 6 +2i 
Siesehen, man behandelteinfach 

beide Teile gesondert (2+4=6), be- 
rechnet die Summe des Realteils 
und (3i-i=2i) die des Imaginärteils). 
Alle Rechenarten sind jedenfalls 
möglich, nur wir werden sie hier 
nicht zeigen. 
Zwei Begriffe spielen für unsere 

weiteren Absichtennoch eine Rolle. 
Zunächst dreht es sich dabei um 
den Betrag einer komplexen Zahl. 
Wenn wir von der komplexen Zahl 

doch mal einen Ingenieur oder 
einen Elektrotechniker oder einen 
Physiker etc. 
Damit haben wir nun fast alles 

erforderliche Rüstzeug, um Frac- 
tals erzeugen zu können. 

Die Mandelbrot-Menge 
Erinnern wir uns an die Gleichun- 

gen, die wir vorhin für eine mathe- 
matische Einführung in die Fractals 
gebraucht haben. Auch hier ver- 
wenden wir nun solch eine Bezie- 
hung: 
n=zZ+c 
Hier ist allerdings z eine kom- 

plexe Variable (wir verwenden im 
folgenden dafür z=x+yi) und c 
eine komplexe Konstante (im fol- 
genden ist dann c=a+bi). 
Ausführlich geschrieben haben 

wir dann die Gleichung: 
m = (x+yi) + (a+bi) 
Auch hier arbeiten wir rekursiv, 

setzen also jedes Ergebnis wieder 
als neues z in die Gleichung ein. 
Wir beginnen mit z=0, wobei 

dann x und y gleich 0 sind. Setzt 
man dasin die Gleichungein, dann 
erhältman: ml= 2? +c=c 
Der zweite Schritt setzt anstelle 

von znun c ein: m2= c? +c 
Nun wird die Sache interessant. 

Im 3. Schritt folgt nämlich: 
m3= (C+c) +c 
Sie sehen jetzt zweierlei: Zum 

einen wird die Angelegenheit im 
weiteren Verlauf schnell unüber- 
sehbar und zum zweiten können Sie 
sich sicher vorstellen, daß -je nach 
dem Wert von c - schnell große 
Werte als Ergebnis auftreten wer- 
den. Jedes Ergebnis m kann man 
als Punkt auf der Gauß-Ebene dar- 
stellen. Die meisten Zahlen für c 
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allerdings werden bald zu Ergeb- 
nissen führen, die aus jedem im 
noch so großen Maßstab gezeich- 
neten Gauß-System heraus ihren 
Weg zur Unendlichkeit antreten. 
Probieren wir das mal mit einem 

caus(2):c = | + li. Inder Reihen- 
folge der Ergebnisse finden sich 

ml = l + li 
m2 = l + 3 
m3 = -7 + Zi 
m4 = l - 97i 
m5 = -9407 - 193i 
m6 = 88454401 + 3631103i 
Allerdings steigen nicht bei allen 

c-Werten die Ergebnisse über alle 
Grenzen. Einige existieren, bei 
denen auch beliebig häufige Itera- 
tion immer noch zu endlichen Zah- 
len führt. Die Menge dieser C- 
Werte nennt man die Mandelbrot- 
Menge, nach ihrem Entdecker 
B.Mandelbrot. Das ist die Figur, die 
in der grafischen Darstellung das 
»Apfelmännchen« ergibt. 
Wenn also der Realteil von C etwa 

zwischen -2 und +0.5, der Imagi- 
närteil etwa zwischen -1.25 und 
+1.25 liegt, dann hat man gute 
Chancen, auch nach extrem vielen 
Iterations-Schritten noch endliche 
Ergebnisse zu erhalten, denn C 
liegt dann innerhalb der Mandel- 
brotmenge. 

Ist C’so gewählt, daß es außer- 
halb dieses Bereiches darzustellen 
ist (die Darstellungsebene ist eine 
Gauß-Zahlenebene!), dann streben 
die Ergebnisse schon nach mehr 
oder weniger Iterationen gegen 
Unendlich. 
Die Trennzone aber zwischen 

diesen beiden Möglichkeiten hat 
fractalen Charakter. Dazu werden 
wir gleich noch kommen. Wir wol- 
len uns nun die ganze Materie unter 
programmtechnischen Gesichts- 
punkten ansehen. 

Programm zum Abschätzen 
der Mandelbrotmenge 
Dewdney [2]erwähnt, daß die Ite- 

‚rationstheorie uns einen untrügli- 
chen Maßstab in die Hand gibt, der 
uns erkennen läßt, wann eine 
Rekursion zum Attraktor Unendlich 
führt. Mit Hilfe des Betrages unse- 
rer Ergebnisse ist das möglich: 
Wenn nämlich dieser Betrag 
irgendwann einmal größer als 2 
wird, dann treibt bald danach auch 
das Ergebnis gegen Unendlich. 
Entwickeln wir also zunächst ein 

kleines Programm, das uns die 
Ergebnisse der Iterationen und 
ihren Betrag - das ist nämlich die 
Entfernung vom Nullpunkt des 
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Bild 5. 
Ein Fradal aus der 
Randzone in Bild 2. 

Koordinatensystems, in dem wir die 
Mandelbrotmenge gesehen haben 
- berechnen hilft. Dazu bringen wir 
zuersteinmal unsere Ausgangsglei- 
chung in eine computergerechte 
Form: 
Diese Gleichung hieß ja: 
m=zZ2+c 
und dabei waren die Zahlenzundc 
komplex: 
z=xXH+tyl 
c=a+rbi 
Ausgeschrieben 

unsere Gleichung: 
m = x+yl)® + (a+bi) 
Daraus folgt durch Umformung: 
m= (&-y?+a)+ (2xy + b)i 

Realteil Imaginärteil 
Wir definieren nun zwei Funktio- 

nen. Für die Berechnung des jewei- 
ligen Realteils ist das 
FN R(V) = X*X -Y*Y + A 
und für die Berechnung des Imagi- 
närteils 
FN I(V) = 2*X*Y + B 
Jede neue Iteration erfordert nun 

nurnoch die Einsetzung des Ergeb- 
nisses in z, also die Zuweisungen: 
R=FNRW)X =R 
I=FNIV)Y =1I 
Dabei ist übrigens V lediglich 

eine Dummy-Variable. Zur Berech- 
nung des Betrages brauchen wir 
noch die Beziehung: 
D = SOR(Rt2 + It2) 
Das Programm »MANDELBROTI« 

(Listing 1) übernimmt all diese Auf- 
gaben und druckt Ihnen auf dem 
Bildschirm folgende Angaben aus: 
Iterationszahl, Real- und Imaginär- 
teil des jeweiligen Ergebnisses und 
schließlich den Betrag. Probieren 
Sie nun mal eine Reihe von Kombi- 
nationen durch. Für den Anfang 
raten wir Ihnen, für X und Y Oeinzu- 
setzen. Siebewegensich dann näm- 
lich im System der Mandelbrot- 
menge, wie es Bild 2 zeigt. 
Beim Ausprobieren finden Sie 

Punkte für C, die sehr schnell zu 
einem Betrag größer als 2 führen. 

hieße dann 

Dassind diejenigen, die sich außer- 
halb des »Apfelmännchens« befin- 
den. Andere C-Werte brauchen 
anscheinend unendlich lange dazu. 
Hier haben wir dann mit einiger 
Sicherheit Elemente der Mandel- 
brotmenge vorliegen. Dazwischen 
aber liegen Bereiche für C, bei 
denen der Betrag lange Zeit 
braucht, bis er größer als 2 wird. 
Das ist wieder ein Grenzbereich, 
der fractalen Charakter aufweist. 
Wie fractaler Charakter aussehen 
kann, wird unsnun das nächste Pro- 
gramm zeigen. 

Das Zeichnen von Fradals 
Das Ausprobieren mit dem Pro- 

gramm »MANDELBROTl könnte 
unsauch der Computer abnehmen. 
Wir schreiben ein Programm 
»MANDELBROT%« (siehe Listing 2), 
das alle Kombinationen für C (also 
die Kombinationen für den Realteil 
und den Imaginärteil) innerhalb 
gegebener Grenzen selbst aus- 
führt. 
Dazu brauchen wir vier Einga- 

ben, nämlich die Unter- und die 
Obergrenzen des Realteils sowie 
des Imaginärteils, innerhalb derer 
C variiert werden soll. Dann müs- 
sen wir uns eine sinnvolle Form der 
Ergebnisausgabe überlegen. Wir 
wählen - wie Sie sich nun schon 
denken können - eine grafische 
Ausgabe, die unsere Multicolorgra- 
fikfähigkeit ausnutzt. 
Auf dem Bildschirm wird ein 

Koordinatensystem definiert, des- 
sen Y-Achse die Imaginärachse 
einer Gauß-Ebene ist (und vom 
kleinsten zum größten Imaginärteil 
von © reicht). Die X-Achse soll die 
Variation des Realteils von C aus- 
drücken und geht daher vom vor- 
her eingegebenen unteren zum 
oberen Realteil von ©. Alle Punkte 
dieser Gaußebene entsprechen 
dann verschiedenen Konstanten C 
(siehe Bild 3). 
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Bild 4. Ein stark verzerrtes »Apfelmännchen« 

Das Programm»MANDELBROT2« 
führt nun fürjeden Wert C die Itera- 
tionen durch und prüft dabei jedes- 
mal, ob der Betrag des Ergebnisses 
schon 2 überschreitet. Ist das der 
Fall, merkt es sich die Anzahl der 
Schritte bis dahin. Andernfalls fol- 
gen weitere Rekursionen bis zu 
einer vorher angegebenen maxi- 
malen Iterationsanzahl. Ist bis zu 
dieser höchsten Iterationszahl der 
Betrag immer noch nicht 2, dann 
wird das dazu gehörige C als 
schwarzer Punkt eingezeichnet. 
Dieser Wert C liegt dann in der 
Mandelbrotmenge. Alleanderen C 
werden in einer Farbe gezeichnet, 
die mit der Anzahl der Iterationen 
zusammenhängt. 
Hätten wir bei einer maximalen 

Iterationszahl von 100 auch 100 ver- 
schiedene Farben zur Verfügung, 
dann wäre unser Problem schon 
gelöst. Aufdiese Weise werden bei- 
spielsweise auf größeren Grafik- 
Computern die Bilder von Fractals 
erzeugt. Wir sind da leider etwas 
eingeschränkt auf nur vier Farben, 
von denen wir eine (zum Beispiel 
Schwarz) schon für die Punkte aus 
der Mandelbrotmenge vergeben 
haben. Um eine sichtbare Struktur 
zu erzeugen, wiederholen wir in 
einer bestimmten Reihenfolge die 
verbleibenden drei Farben. Wir 
bedienen uns dazu einer Funktion, 
die leider nicht zum Basic-Wort- 
schatz unseres Basic 7.0 gehört: der 
modulo-Funktion. 

Wie wirkt diese Funktion? Sehen 
wir uns das am Beispiel von 
modulo(3) einmal an. Das Ergebnis 
istimmer der Rest, der bei Division 
durch 3 übrigbleibt: 
Zahl modulo(3) davon 

0 
l 
2 
0 
l etc. 

Wir können uns solch eine 
modulo-Funktion definieren durch: 
DEFFNMD(@&) = X - INTÜXYD)*D 
Hier ist D der Divisor, in unserem 

Beispiel also die Zahl 3. X ist dann 
die Zahl, mit der die modulo- 
Funktion arbeiten soll. InZeile 4 des 
Programmes finden Sie diese Funk- 
tion, die in Zeile 310 zum Zeichnen 

X
I
 
O
1
.
 

benutzt wird. Einige weitere Erklä- 
rungen zum Programm: 
Die Zeilen 1 bis 4 enthalten alle 

benötigten Variablen. Sie sind hier 
so angeordnet, daß die am häufig- 
sten gebrauchten möglichst weit 
vorne stehen. Der Basic-Interpreter 
findet sie dann schneller. In 120 bis 
160 werden alle Eingaben verlangt: 
RU,RO = unterer und oberer 

"Rand des Realteils von C. Innerhalb 
dieser Grenzen wird dann © vari- 
iert. 
IUIO = dasselbe für den Imagi- 

närteil von C. 
NMAX = Das ist die maximale 

Iterationszahl. Man muß bedenken, 
daß von dieser Zahl die Zeichen- 
dauer ganz entscheidend abhängt. 
Im schlimmsten Fall müssen 
160*200*NMAX Iterationen ausge- 
führt werden, beiNMAX = 100 also 
schon 3,200,000 Schleifendurch- 
läufe! Das wäre allerdings nur dann 
der Fall, wenn die gesamte Zei- 
chenebene innerhalb der Mandel- 
brotmenge läge. 
FLF2,F3,F4 = Das sind die Far- 

ben, in denen unsere Abbildung 
erstrahlen soll. Dabei ist 
Fl die Farbe, die mit COLOR3 ins 

Mehrfarbenregister geschrieben 
wird, 
F2 wird mit COLOR2 in das 

andere Mehrfarbenregister ge- 
schrieben, 
F3 landet mittels COLOR] in dem 

Register für die aktuelle Vorder- 
grundfarbe und 
F4 bestimmt den Rand und die 

Hintergrundfarbe. In der Farbe F4 
wird dann auch die Mandelbrot- 
menge selbst gezeichnet. 

Nach all diesen Eingaben wird in 
den FAST-Modus geschaltet (sollten 
Sie zwei Bildschirme verwenden, 
dann können Sie in den Zeilen 110° 
und 400 statt GRAPHICO ein 
GRAPHICS einsetzen und so den 
Textbetrieb weiter verfolgen). Zeile 
180 berechnet die Schrittweiten der 
Variation des Real- und des Imagi- 
närteils von C. Es folgt eine Drei- 
fachschleife: Ganz außen wird die 
Vertikale (also der Imaginärteil) 
durch die Variable U durchgezählt. 
Innerhalb dieser Schleife liegt die 
Schleife für die Horizontale mitdem 
Schleifenzähler V. Die eigentliche 
Iteration geschieht in der inneren 
DO... LOOP-Schleife. Zwei Ausstiegs- 
bedingungen sind vorgegeben: In 
Zeile 250 wird der Betrag des 
Ergebnisses als Quadrat (wegen 
der schnelleren Rechnung) abge- 
fragt. Übersteigt dieser den Wert 
2?=4, dann ist die Schleife been- 
det. Die andere Abbruchbedin- 
gung befindet sich in Zeile 290, wo 

die Anzahl der Iterationen vergli- 
chen wird mit der maximalen (vor- 
her eingegebenen) Schrittzahl. Je 
nach dem Ausstieg aus dieser inne- 
ren Schleife wird dann in Zeile 310 
ein Punkt gezeichnet. Als Farb- 
quelle dient das durch modulo(3) 
errechnete Register. 
Der Rest des Programmes dient 

zum Abspeichern des errechneten 
Bildes. 

Fradal-Praxis 

Das Zeichnen von Fractals ist eine 
Geduldsprobe: Je nach Anzahl der 
Iterationen und ausgesuchtem 
Gauß-Ebenen-Abschnitt müssen 
Sie mit der Blockade Ihres Compu- 
ters für zwei bis acht Stunden rech- 
nen! Was wäre da zu tun? Die ein- 
zige Lösung Ist das Programmieren 
in Maschinensprache. Weil wir zur 
Berechnung allerlei Operationen 
mit Fließkommazahlen brauchen, 
ist das nur sinnvoll unter Verwen- 
dung von Interpreter-Routinen zu 
programmieren. Die Schöpfer der 
C128-Firmware sind leider sehr 
zurückhaltend mit Informationen, 
sodaß ein Programm, das aufdiese 
Interpreter-Routinen zugreift, noch 
etwas auf sich warten lassen muß. 
Für den C64-Modus hat G.Pehland 
in der Zeitschrift 64’er (Ausgabe 
11/1985,5.80) ein schönes Programm 
veröffentlicht. Besitzer des C128 
können dieses Programm noch 
erheblich beschleunigen, indem 
sie im C64-Modus auf doppelte 
Geschwindigkeit schalten. Das ist 
möglich durch folgende POKESs: 
POKE 53296,1=schnell 
POKE 53296,0=normal 

Im Programm von G. Pehland 
müßten diese POKEs wie folgt 
angeordnet werden: 

Zeile 1141 vor dem Befehl SYS CL 
umschalten auf doppelte Ge- 
schwindigkeit und Zeile 1150 nach 
dem Befehl SYS BG zurückschalten 
aufnormale Geschwindigkeit. Trotz 
dieser Beschleunigungsmaßnah- 
men ist auch hier das Zeichnen von 
Fractals noch eine arge Gedulds- 
probe. 
Pehlands Programm verwendet 

übrigens einen etwas anderen 
Algorithmus zum Fractal-Zeichnen, 
weshalb sein Apfelmännchen 
umgedreht auf dem Bildschirm 
erscheint. Eine feine Sache - die Sie 
auch leicht in unser Programm 
»MANDELBROT2« einbauen kön- . 
nen - ist die Möglichkeit, Aus- 
schnitte eines fertigen Bildes festzu- 
legen für ein weiteres Bild. Pehland 
verwendet dazu zwei Sprites, die 
mittels der Cursortasten an die 
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u 0 U 
10 rem *** programm mandelbrot 1 #*#* 

28 trapi9® 118 color@,1:color4,1:colorS,&6:graphics,i:graphic® 

3@ x=8: y-0: a=Bß:b=9:n=2:r=B: i=9: d=9: v=Q si 

40 def fn r(v) = x#tx-ytyta 128 print:print:print:print chr$ (18) "mandelbrotmen 

sa def fn i(v) = Z2tx#ty+b gen als grafik"chr$#(146) 

68 print chr#(147) chr$(17) "mandelbrot-algorithmu 152 print:print:print"parameter der gaussebene:":i 

Ss" nput"ru,ro,iu,io="jru,ro,iu,io 

78 print chr#(17) chr#$(17) "m = (x+ty#ti)tT2 + (atb#i 148 print:print:print"maximale iterationen: "sinput 

I" chr#t(17) "nmax="snm% 

88 input"a,b";5a,b:input"x,y"3x,Y 158 print:print:print"farben nach steigendem n:"si 

98 print chr# (147) "iteration","realteil","imag.te nput"f1,72,3,f4="5f1%,72%4,73%4,f4% 

il","’"betrag":print 158 print:print:print"es wird jetzt eine ganze wei 

120 r = fn r(v):i = fn iv) le dauern!!" 

118 printn,r,i 1728 sleepS:graphic3s: fast: color@,f4%:color4,f4%:col 

128 do or1,f3%:color2,f2%:colorS3,f1% 

130 :x=r:y=-i - 188 da=(ro-ru) /159:db= (io-iu) /199 

148 :r = fn r(v)si = fn itv)ensen+ti:dssgr (r#r+i%#i) 192 b=iu-db 

158 :printn,r,i,d 

zur unendlichkeit" 

2BB end 

1568 ::getkeya$t:if a$="+" then exit 

Listing 1. »MANDELBROTI« 
Ein Programm zum Abschätzen der Mandelbrotmenge. 

178 loop 228 :for v=B to 159 

188 end 230 :sasatda 

198 if er = 15 then print"ergebnis ist auf dem weg 240 ::n%=B:r=B:i=B:d=Q 

26B :::x=er:y-i 

288 :::n%=n%+1 

3@@ ::1loop 

a=8: db=8 

3 a$f=""spg="" 

4 def fn md(x)=x-int (x /I) #3 

2B rem # 

SQ rem *# 

48 rem * 

SQ rem * 

darstellung von 

7a rem * 

88 rem + 

9B rem * 

1 n%=B:nm%=B: x=B: y=Q:r=B:i=Q: d=Q: v-ß: u=ß: a=Qß:b=Qß:d 

2 iu=ß: io=B: ru=ß: ro=9: f1%=1:f2%=1:f53%=1: f4%=1 

1D rem KERNE HIER 

programm zur grafischen 

ödörem mandelbrotmenge n#* 

heimo ponnath hamburg 1985 *# 

+1,v,U 

348 slow 

%* 

* 

* 

* 

440 bend 

458 end 

* 

Z288 for u=B to 199 

218 :b=b+db: asru-da 

2528 ::do while di4 

278 zsırSxtx—ykytasi=m2txty+b:dertr+i#i 

2980 =::::if n%=nm% then exit € 

312 ::if n%=nm% then drawd,v,u:else draw (fnmd (n%)) 

332 nextvinextu 

398 getkeyat:ifas<>"+"thenIYd 

408 graphicß:print:print"bild abspeichern? (j/n)" 

412 getkeyat:if a$="j" then begin 

428 :input"bildname";b#$ 

4328 :bsavetb#) „onbd,p7168top16383 

Listing 2. »MANDELBROT2« 
* Ein Programm zum Zeichnen von Fradals 

1BDO romHar ra H IHN RR RR . 

linke obere und die rechte untere 
Ecke des gewünschten Ausschnit- 
tes gesteuert werden. Nach Tasten- 
druck rechnet der Computer die 
Spriteposition um in Koordinaten 
der Gauß-Ebene. 
Ein komplettes »Apfelmännchen« 

(Bild 2) dient hauptsächlich zur 
Übersicht. Sie erhaltenes durch die 
Eingaben: 
RU= -2 
RO = 05 
IU = -1.25 
IO = 1.25 
Viel interessanter aber ist der 

Grenzbereich der (schwarz ge- 
zeichneten) Mandelbrotmenge. Je 
stärker die Vergrößerung des Aus- 
schnittes wird, desto mehr Einzel- 
heiten sind auf dem Bild zu finden. 
Die Anzahl der Iterationen drückt 
sich in der Feinheit der Details aus. 
Je höher sie gewählt wird, desto 
mehr Einzelheiten zeigt das Bild. 
Allerdings sind uns durch die 
karge Auflösung (160 mal 200 Bild- 
punkte) schnell Grenzen gesetzt. 
Wählen wireinezuhohe Anzahl von 
Iterationen, dann wird das Bild 
überladen und Informationen wer- 
den zugedeckt. 
Weniger Iterationen zeigen also 

oft mehr Information. Die optimale 
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Schrittzahl zu finden, ist eine Sache 
des Ausprobierens. 
»Schiefe« Mandelbrotmengen 

ergeben sich, wenn wir uns überle- 
gen, welchen speziellen Algorith- 
mus wir zur Erzeugung gewählt 
haben und diesen dann etwas ver- 
allgemeinern. Im Gegensatz zu 
»MANDELBROTl«, haben wir in 
»MANDELBROT%« stillschweigend 
X und Y (also den Realteil und den 
Imaginärteil der Variablen in unse- 
rer Ausgangsgleichungm=(x+ yi)2 
+ (a+bi) ) auf den Wert 0 festge- 
legt. Wir haben aber schon 
in»MANDELBROTI« erkennen kön- 
nen, daß sich die Verhältnisse völlig 
verändern, wenn X und Y andere 
Werte annehmen. Bauen wir in 
»MANDELBROT2« noch ein: 
135 INPUT’X,Y= ";XRYlI 
und ändern Zeile 240 um in 
240 N%=0O:R=XR:l=YID=0 
dann schaffen wir uns neue Einfluß- 
möglichkeiten. Die »Apfelmänn- 
chen«, die wir damit erzeugen, 
sehen verzerrt aus oder sind häufig 
gar nicht mehr zu erkennen (Bild 4). 
Verwenden Sie doch mal fol- 

gende Parameter: 
RU =-2;RO = 0.5;IU = -1.25;IO = 1.25 
X=0.Y=0.5 
Iterationszahl 100 

beziehungsweise die Parameter 
aus Bild 5: 
RU =-57;RO=0.7,[U=-15,[O=]1 
X=-0.6;Y=0.7 
Iterationszahl 100 
Die Erforschung der Randge- 

biete dieser jetzt entstehenden ver- 
zerrten Mandelbrotmengen dürfte 
allerlei interessante neue Bilder 
ergeben. Und nun viel Spaß beim 
Ausprobieren neuer Kombinatio- 
nen, von denen es unendlich viele 
gibt und einen widerstandsfähigen 
Computer, der den Rund-um-die- 
Uhr-Betrieb nicht übelnimmt! 

(H.Ponnath/og) 
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