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Computer-Knobeleien (3)

gen sind wir auf Zweiper-

sonenspiele eingegan-
gen, an deren Ende jeweils
ein eindeutiger Gewinner
stand. Es wird IThnen wieder
iiberlassen sein, mit den er-
worbenen Kenntnissen die
neuen »Knobelniisse« zu
knacken und sie lhrem C
64/C 128 beizubringen.
Remis-Positionen

Bei einer Reihe von Spie-
len besteht die Méglichkeit,
daB sich am Ende ein Unent-
schieden einstellt. Beim
Nim-Spiel in den Grundva-
rianten, wie wir sie in der
letzten Folge kennengelernt
haben, ist dies nicht méglich.
Deshalb werde ich an dieser
Stelle ein neues Spiel vorstel-
len:

Wiirfel wenden — Es wird
ein Spielwiirfel beliebig auf
den Tisch gelegt. Die oben-
liegende Augenzahl notiere
man als Startposition »S«. Au-
Berdem wird eine Grenzzahl
»Ge« notiert. Abwechselnd
wenden nun beide Spieler
den Wiirfel um eine der vier
Grundkanten. Die danach
oben liegenden Augenzah-
len werden zu der Startposi-
tion S dazuaddiert. Gewon-
nen hat, wem es gelingt, auf
diese Weise die Grenzzahl G
genau zu erreichen. Trifft
keiner der Spieler die
Grenzzahl, so endet die Par-
tie unentschieden.

Bisher haben wir die Spiel-
stellungen nach einfachen
Regeln in Gewinn- und Ver-
lustpositionen einteilen kén-
nen. Mit dem Positionsgra-
phen hatten wir eine einfa-
che Moglichkeit kennenge-
lernt, Spielverlaufe iiber-
schaubar grafisch darzustel-
len. Die Behandlung der
Remis-Positionen wird unse-
re Uberlegungen nur unwe-
sentlich komplizieren.

Betrachten wir nun wieder
eine konkrete Partie zu »Wiir-
fel wenden« mit der Grenz-
zahl G=10. Die Spielpositio-
nen sollen durch die Zahlen-
paare (A,Z) dargestellt wer-
den (A gibt die addierte Au-
gensumme an, Z die oben
liegende Augenzahl des
Wiirfels). Bild 1 zeigt eine
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In den ersten beiden Fol-

Unser mathematisches Strategiemodell wird weiter
vervolistandigt. Sie lernen die Behandlung der Remis-
Positionen und die Sprague-Grundy-Funktion kennen.

mogliche Partie mit der Start-
position (2,2). Diese Partie
endet unentschieden. Natiir-
lichlautet hier die Frage: Ha-

ben beide Spieler optimal.

»gewendet« oder ist das Re-
mis zufallig zustande gekom-
men? Das Problem 14At sich
mit Hilfe von Tabelle 1 ent-
hiillen, in der alle Zugmog-
lichkeiten zusammengefaBt
sind. Den Zeilen entspre-
chen die Augensummen
A=12, .., Gundinden Spal-
ten wurden die Augenzahlen
Z eingetragen. Gewinn- (+),
Verlust- () und Remis- (0) Po-
sitionen sind entsprechend
gekennzeichnet. Zusétzlich
markieren die Zahlenpaare
in den Feldern alle in Frage
kommenden Vorganger-Po-
sitionen in der Tabelle. So
1aBt sich zum Beispiel die
Partie aus Bild 1 leicht verfol-
gen (dick umrandet).

Bekanntlich besteht eine
geeignete Spielstrategie
darin, dem Gegner még-
lichst immer eine Verlust-
position vorzulegen. In unse-
rem Beispiel aber hat jeder
Spieler seinem Gegner Re-
mis-Positionen vorlegen kon-
nen. Beide Spieler haben so-
mit optimal gespielt.

In der letzten Folge hatten
wir drei Regeln kennenge-
lernt, um Gewinn- und Ver-
lustpositionen rekursiv zu
bestimmen. Diese Beziehun-
gen werden durch die bei-
den folgenden Regeln ver-
vollstandigt:

4) Jede Position ist entweder
Gewinn-, Verlust- oder Re-
mis-Position.

5) Jede Remis-Position, die
nicht Endposition ist, hat min-
destens eine Remis-Position,
aber keine Verlustposition
als Nachfolger.

- i)

(2.2) (6.4) (8.2) (9.1)
Bild 1. Eine Partie »Wiirfel wenden«
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Bild 2. Der Positionsgraph zu »Kegeln«

Nach Regel 5 miissen sich
somit Remis-Positionen
durch geeignete Zugfolgen
ohne Unterbrechung verket-
ten lassen. Ebenso kann man
aber einen Fehler machen,
indem man dem Gegner ei-
ne Gewinnposition vorlegt.
Selbstverstandlich darf von
einer Remis-Position aus kei-
ne Verlustposition erreich-
bar sein, was dem Begriff
»Remis« widersprache.

Von soviel Theorie zur Pra-
Xis:

1) Kliigeln Sie ein Programm
aus, das »Wiirfel wendenu fiir
beliebig zu bestimmende
Crenzzahlen G< =50 opti-
mal spielt. Exfinden Sie auch
neue Regeln fiir ein Spiel mit
mehreren Wiirfeln. Es gebe
Spieler A die Grenzzahl G
und Spieler B die Startposi-
tion S des Wiirfels vor. Wel-
cher Spieler ist hier im Vor-
teil?
2) Fiihren Sie in Threm Nim-
Programm Remis-Positionen
ein, indem Sie zusétzlich eine
minimale Entnahmezahl fest-
legen. Remis-Positionen lie-
gen vor, wenndie Anzahlder
iibrigen Steine groBer als
Null ist und kleiner als
die minimale Entnahmezahl
wird.
Kegeln mit dem Computer
Ein anderes Kind aus der
Nim-Familie soll uns nun zu
einer weiteren eleganten
Methode aus der Spieltheo-
rie fithren:

Kegeln — Auf einem Tisch
stehenin m Gruppen in einer
Reihe angeordnet insgesamt
nKegel. Rollt man eine Kugel
gegen sie, so kannman einen
oder zwei benachbarte Ke-
gel aus der selben Gruppe
umwerfen (entnehmen). Es
gewinnt, wer den letzien Ke-
gelumwirft. Wie hat eine Ge-
winnstrategie auszusehen?

Bild 2 zeigt den entspre-
chenden Positionsgraphen
fiir eine Startposition mit ei-
ner Gruppe (m=1) und n=5
Kegeln. Wieder laBt sich
nach den uns bekannten Re-
geln jede Spielposition in
Gewinn- und Verlustpositio-
nen einteilen. Wie man leicht
erkennt, besitzt der Spieler
mit dem ersten Zug in die-
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sem Beispiel eine Gewinn-
strategie.

Kegeln ist eigentlich nichts
anderes als Nim mit einer
standig wechselnden Zahl
von Haufen. Gewinn- und
Verluststellungen lassen
sich somit direkt aus der je-
weiligen Spielstellung be-
rechnen. Das Verfahren der
stellenweisen binaren Addi-
tion (ohne Ubertrag) hierzu
kennen wir bereits. So erge-
ben die Nim-Summen fiir die
(2,2)- und die (1,1)-Stellung
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000
eindeutige
nen.

Auf diese Weise ist jedoch
nur eine spezielle Teilmenge
der Positionen analysierbar.

Betrachtet man n&mlich
die Position (1,4), so ergibt die
Fallunterscheidung hier ei-
ne Verlustposition, hingegen
miiBte entsprechend der
Nim-Summe

1

100

101
eine Gewinnposition vorlie-
gen. Eine entscheidende
Idee, das Verfahren der Nim-
Summenbildung zu erwei-
tern, entwickelten 1936 der
Berliner Mathematiker R. P.
Sprague und wenig spéater P,
M. Grundy unabhéangig von-
einander. Hierbei wird jeder
Spielposition eine natiirliche
Zahl oder Null als »Rang« zu-
geordnet:

1) Die Endposition(en) hat
(haben) den Rang Null.

2) Der Rang R einer Position
ist die kleinste natiirliche
Zahl oder Null, die nicht
auch gleichzeitig Rang eines
der Nachfolger dieser Posi-
tion ist.

Diese komplizierte, aber
unvermeidbare  Formulie-
rung wird klar, wenn Sie die
fett gedruckten Zahlen be-
trachten, die den G- und V-
Positionen als Range zuge-
ordnet sind (Bild 2). Wir er-
kennen daran auch, daB ein
Knoten mit dem Rang 0 eine
Verlustposition ist.

Es fallt uns aber am Posi-
tionsgraphen noch eine weit-
aus wichtigere Regel auf, die
die eigentliche Erweiterung
der Nim-Summenregel ver-
kérpert (im Folgenden sei
die Rangordnung dargestellt
als R(a,b,...), als Symbol fiir
die Nim-Summenbildung

Verlustpositio-
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Tabelle 1. Die Zahlenpaare zeigen auf die mdglichen

Vorgdngerpositionen

n(m=lJ10133456739101112131415
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Tabelle 2. Die Sprague-Grundy-Verkniipfung
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Bild 3a. »Tac Tix« Bild 3b Bild 3c

Geben Sie aus Bild 3b und 3c eine Verlustposition vor

fithre ich ein geklammertes
plus (+) ein):

R(D=1, R(3)=3, R(1,3)=2 und
1(+)3=2

alsoist R(1,3)=R(D(+)R(3)=2
(G-Position, ungleich Null)

Ebenso ist R(1,4)=R() (+)
R(4) =0 (V-Position)

Dasselbe in Worten: Der
Rang jeder Spielstellung ist
gleich der Nim-Summe der
Réange aller Gruppen einer
Spielposition. Mit Hilfe der
Tabelle 2 kénnen so immer-

hin fiir Kegelspiele bis
n< =15 alle Spielpositionen
in G-und V-Stellungen einge-
teilt werden. Die Radnge wer-
den auch als Sprague-
Grundy-Nummern bezeich-
net und die Funktion, die ei-
ner Spielposition ihren Rang
zuordnet, heift Sprague-
Grundy-Funktion. Sie sollten
nun in der Lage sein, zum
Beispiel zu zeigen, daB es
sich bei (2,4,6) um eine V-
Position handelt.

Tac Tix mit Taktik

Das Nim-Spiel eréffnet mit
all seinen Variationen einen
unermeBlich kreativen Frei-
raum. Eine der interessante-
sten Variationen erfand der
Déne Piet Hein vor etwa 20
Jahren.

Tac Tix — GemaB Bild 3a
werden Steine quadratisch
angeordnet (ebenso ist be-
liebiges m*nTac Tix mog-
lich). Abwechselnd nehmen
nun die Spieler einen oder
mehrere Steine aus genau ei-
ner Zeile (waagerecht) oder
Spalte (senkrecht). Wird
mehr als ein Stein entnom-
men, so miissen diese be-
nachbart sein. Wer den letz-
ten Stein nimmt, verliert!

Piet Hein erfand spater
weitere, kompliziertere Va-
riationen mit zwei- und drei-
dimensionalen  Gestaltun-
gen, die aber alle vom Prin-
zip der iliberschneidenden
Mengen ausgingen. So kann
das Spiel zum Beispiel ganz
dhnlich auf drei- oder sechs-
eckigen Brettern gespielt
werden.

Versuchen Sie doch ein-
mal, zu den Positionen in Bild
3b und 3¢ die Ziige zu ermit-
teln, die den Gegner in eine
garantierte Verlustposition
bringen! Kein Problem? Um
so besser. Stellen Sie die

Sprague-Grundy-Funktion
fiir ein 3x3TacTix auf und
schneidern Sie eine entspre-
chende Strategie fiir Thren
Commodore!

Zugegeben: Bis hierher
war die aktive Mitarbeit bei
diesem Kurs eine harte Nup.
Die Knobelecke ist keine
Sammlung vorgefertigter
Spielkonserven zum abtip-
pen und konsumieren. Dafiir
besitzen Sie jetzt ein wichti-
ges Handwerkszeug, um
sich von der Spielidee iiber
eine Spielstrategie zum Pro-
gramm vorzuarbeiten. Sie
kéonnen Ihrem Computer
jetzt Nim, Reversi oder Miih-
le beibringen. Und weil dies
ein Kurs zum Mitgestalten ist,
sind natiirlich Ihre Pro-
grammvorschlage, Anregun-
gen und Kritik bei uns in der
Redaktion am besten aufge-
hoben!

In der nachsten Folge wer-
den wir unsere Bemiihungen
mit einem kniffligen Problem
kronen: Wir werden unse-
ren Commodore das Dame-
spielen lehren.

(Matthias Rosin/dm)
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