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Nim(m) mit Verstand!

I
n der ersten Folge hatten 
wir uns mit einer Compu­
terstrategie für das Man- 
cala-Spiel beschäftigt. Ohne 
näher auf die allgemeinen 

Grundlagen der Spieltheo­
rie einzugehen, hatte ich das 
Verfahren der Minimaximie­
rung vorgestellt und eine 
recht anspruchsvolle Kno­
belaufgabe gestellt. Für die 
Lösung dieser Aufgabe will 
ich Ihnen noch etwas Zeit las­
sen. Statt dessen soll diese 
Folge der Erstellung einfa­
cher mathematischer Mo­
delle von Spielstrukturen ge­
widmet sein. Diese wollen 
wir anhand einiger konkre­
ter Beispiele betrachten. 
Wir beschäftigen uns mit ei­
ner bestimmten Gruppe von 
Spielen, die sich folgender­
maßen klassifizieren lassen: 
— Es findet ein Wettkampf 
zwischen zwei Personen 
statt, der nach endlich vielen 
Zügen beendet ist.
— Der Spielverlauf wird aus­
schließlich durch Aktionen 
der Spieler bestimmt. Es feh­
len Zufallselemente, wie 
Würfel oder Karten.
— Beide Spieler haben stän­
dig Einblick in die Aktionen 
des Gegners und in den ak­
tuellen Spielstand.

Spiele wie Mühle, Dame, 
Schach oder Mancala sind 
typische Vertreter dieser 
Klasse. So verschieden de­
ren Spielregeln auch sein 
mögen, so lassen sie sich 
dennoch alle mit derselben 
mathematischen Vorgehens­
weise analysieren. Stellver­
tretend dazu soll uns ein 
Spiel dienen, das Bachet de 
Meriziac bereits 1612 in dem 
Werk »Problemes plaisants 
et delectables, ...« beschrie­
ben hat: Steine nehmen.

Auf einem Haufen befin­
den sich n Steine. Es wird ei­
ne Zahl k (k<n) vereinbart. 
Abwechselnd nehmen bei­
de Spieler mindestens einen 
und höchstens k Steine von 
dem Haufen. Wer den letz­
ten Stein nimmt, gewinnt.

Im Lauf der Jahre wurde 
eine enorme Vielzahl von Va­
rianten aus diesen einfachen 
Grundregeln erdacht. Char­
les Leonard Bouton, Profes­
sor für Mathematik an der 
Harvard Universität, war es, 
der dem Spiel den Namen

Auch diesmal präsentieren wir Ihnen wieder ein 
Knobel-Problem mit der Aufforderung an Sie, dieses 

auf Ihren Computer umzusetzen.

»Nim« gab. Er veröffentlichte 
1901 eine exakte Analyse für 
eine Nim-Strategie mit belie­
big vielen Steinen und Hau­
fen. Darauf wollen wir später 
eingehen.
Gewinn- und Verlustposi­
tionen

Zunächst soll uns die Stra­
tegie für »Nim mit einem Hau­
fen« beschäftigen. Sehen wir 
uns hierzu eine beliebige

Partie für n = 8 und k = 3 an 
CTabelle 1). Offensichtlich 
ziehen beide Spieler ohne 
Konzept. Spieler A hat zwar 
die Partie für sich entschie­
den, bei näherem Hinsehen 
erkennt man jedoch, daß B 
leicht hätte gewinnen kön­
nen. Wo liegt also der Fehler 
von B?

Eine Position mit drei und 
weniger Steinen führt zum

Sieg. Deshalb ist die Position 
mit genau vier Steinen für 
den ziehenden Spieler eine 
garantierte Verlustposition. 
B wäre somit erfolgreich ge­
wesen, wenn er bei Zug Nr. 2 
drei Steine genommen hätte. 
Dementsprechend ist auch 
die Startposition mit acht 
Steinen eine garantierte Ver­
lustposition, sofern der Geg­
ner optimal zieht. Offenbar 
lassen sich die Spielpositio­
nen nach einfachen Regeln 
in Gewinn- und Verlustposi­
tionen einteilen.

Wenn wir uns eine grafi­
sche Übersicht über alle
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möglichen Spielverläufe 
schaffen, werden diese Zu­
sammenhänge leicht er­
kennbar. Bild 1 zeigt einen 
entsprechenden »gerichte­
ten Graph«. Jeder Spielposi­
tion ist ein Kreis, auch »Kno­
ten« genannt, zugeordnet. 
Die Pfeile heißen »Kanten« 
des Graphen und stellen die 
Spielzüge dar. Ein Graph für 
Strategiespiele heißt auch 
»Positionsgraph«. Jede Partie 
stellt sich also als endlicher 
Weg durch den Graphen 
dar. Der Spielverlauf ent­
sprechend der Tabelle 1 ist 
durch die dick gezeichneten 
Pfeile beschrieben. Zudem 
sind die Verlustpositionen 
ebenfalls dick umrandet.

Einen Spezialfall des ge­
richteten Graphen haben 
wir bereits in der letzten Fol­
ge kennengelernt: Bei einem 
»Baum« kann jeder Knoten 
nur auf genau einem Weg er­
reicht werden. Für Nim ist 
die Baumdarstellung des­
halb nicht sinnvoll. Wir kön­
nen als Endergebnis unse­
rer Untersuchung festhalten, 
daß sich die Verlustpositio­
nen für beliebig große n und 
k = 3 bei 0, 4, 8, 12, ... befin­
den. Es ist unschwer zu er­
kennen, daß allgemein für 
»Nim mit einem Haufen« und 
beliebige k die Verlustposi­
tionen durch die Vielfachen 
von k +1 gekennzeichnet 
sind.

Vor dem Weiterlesen soll­
ten Sie zwischendurch ein­
mal versuchen, die vorge­
stellte Strategie zu program­
mieren. Wem das zu einfach 
ist, dem seien folgende Va­
rianten empfohlen:
— Es sei nicht erlaubt, die 
gleiche Anzahl Steine zu ent­
nehmen, die der Gegner ge­
nommen hat.
— Wer den letzten Stein 
nimmt, verliert das Spiel.
— Ungerade gewinnt: n sei 
eine ungerade Zahl, k sei 
wieder beliebig. Das Spiel 
läuft wie gewohnt, gewonnen 
hat, wer am Ende eine unge­
rade Anzahl Steine besitzt. 
(Es empfiehlt sich bei dieser 
schwierigen Variante, zu­
nächst für kleine Werte, zum 
Beispiel n = 5 und k = 2, den 
Positionsgraphen mit den 
Gewinn- und Verlustpositio­
nen zu entwickeln!)
Nim mit mehreren Haufen

Es werden mehrere Hau­
fen angelegt. Dabei ist die 
Anzahl der Steine je Haufen 
beliebig. Ebenso können bei

Positionen______ Züge_____________________________________________ Nr.

0000000 A nimmt drei Steine von Haufen 1 1
0000______________________________________________________________ __
0000 B nimmt 2 Steine von Haufen 2 2
0000____________________________________________________________ ________
0000 A nimmt 2 Steine von Haufen 1 3
00___________________________________________________________
00 B nimmt 2 Steine von Haufen 1 4
00______________________________________________________________________
00 A nimmt 2 Steine von Haufen 2 S

und gewinnt

Positionen ___ Züge____________________________________ Nr.

00000000 A nimmt 1 Stein________________________ 1

0000000 B nimmt 1 Stein_________________________ 2

000000 A nimmt 2 Steine 3

0000 B nimmt 1 Stein 4

000 A nimmt 3 Steine und gewinnt 5

Tabelle 1. So etwa könnte eine beliebige Partie aussehen

Tabelle 2. Eine einfache Strategie für zwei Haufen

Tabelle 3. Rechnerische Methode zur Ermittlung der Gewinn- oder
Verlustpositionen

jedem Zug beliebig viele 
Steine (mindestens einer) 
entnommen werden, jedoch 
immer nur von genau einem 
Haufen. Sieger ist wieder, 
wer den letzten Stein ent­
fernt. Um unserem Compu­
ter eine ernstzunehmende 
Strategie beizubringen, be­

trachten wir zunächst wieder 
einen einfachen Fall mit zwei 
Haufen (Tabelle 2).

Die Strategie von Spieler A 
läßt sich leicht erkennen. Er 
hat jeweils so viele Steine 
genommen, daß B immer 
gleichviele Steine in beiden 
Haufen vorfand. Demnach

läßt sich für »Nim mit zwei 
Haufen« eine einfache Ge­
winnstrategie formulieren: 
Jede Spielposition kann 
durch ein Zahlenpaar (m,n) 
gekennzeichnet werden. In 
unserem einfachen Beispiel 
ist jede Stellung mit m = n für 
den Ziehenden eine Verlust­
stellung. Somit ist jede Spiel­
position mit m*n eine Ge­
winnstellung. Die Strategie 
besteht darin, dem Gegner 
immer eine Verlustposition 
vorzulegen. Ob die Möglich­
keit dazu besteht, kann an­
hand von drei einfachen Re­
geln überprüft werden:
1. Eine Gewinnposition liegt 
vor, wenn mindestens ein 
Zug in eine Verlustposition 
führt.
2. Eine Stellung ist eine Ver­
lustposition, wenn jeder Zug 
in eine Gewinnposiiion über­
führt.
3. Jede Endposition ist eine 
Verlust- oder Gewinnposi­
tion (abhängig von denjewei- 
ligen Spielregeln).

Diese Regeln lassen weit­
reichende Schlußfolgerun­
gen für Strategiespiele zu. Ist 
zum Beispiel die Anfangs­
stellung eine Gewinnposi­
tion, so gewinnt der Anzie­
hende garantiert, sofern er 
keinen Fehler macht. Rein 
theoretisch gelten diese Re­
geln auch für Spiele wie 
Schach oder Dame! Natür­
lich ist bei diesen Spielen die 
Zahl der möglichen Positio­
nen so enorm groß, daß sich 
eindeutige Gewinnstrate­
gien niemals werden aufstel­
len lassen. Kann man den Be­
rechnungen hierzu Glauben 
schenken, so sind bei 
Schach sage und schreibe 
2i8soo verschiedene Partien 
möglich!

Kehren wir aber vorerst 
von so schwindelerregen­
den Größen zu Nim zurück. 
Wir können unsere drei 
Grundregeln auch auf »Nim 
mit drei Haufen« anwenden. 
Ausgehend von der Endpo­
sition (0,0,0) können so alle 
Positionen als Gewinn- oder 
Verlustpositionen rekursiv 
bestimmt werden. Hierzu 
werden alle Spielpositionen 
konstruiert, die sich durch 
einen Zug in (0,0,0) überfüh­
ren lassen. Da die Endposi­
tion (0,0,0) entsprechend den 
Spielregeln eine Verlustpo­
sition ist, sind alle Vorgänger 
Gewinnpositionen (verglei­
che 1. Regel). Von jeder so 
gefundenen Gewinnposition
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werden alle Vorgänger als 
Verlustpositionen gekenn­
zeichnet, sofern sie der 2. Re­
gel genügen, alle anderen 
Stellungen sind als Gewinn­
positionen zu kennzeichnen. 
Dieses Verfahren wird so 
lange wiederholt, bis alle Po­
sitionen markiert sind. Die 
Methode der Minimaximie­
rung aus der letzten Folge 
und die Variante »Ungerade 
gewinnt« (siehe oben) beru­
hen auf dem gleichen Prin­
zip. Hat Ihnen die Program­
mierung der Mancala-Stra- 
tegie bisher Schwierigkeiten 
bereitet? Die rekursive Nim- 
Programmierung bietet eine 
einfache und reizvolle Vor­
übung!

Eine ganz andere Metho­
de, um eine Strategie für 
»Nim mit mehreren Haufen« 
zu programmieren, stammt 
von Charles L. Bouton. Sie ist 
eine Weiterentwicklung der 
bereits besprochenen Stra­
tegie für zwei Haufen und 
löst das Problem verblüf­
fend einfach auf rechneri­
sche Weise. Um eine Verlust- 
oder Gewinnposition zu er­
mitteln, werden die Anzah­
len der Steine in jedem Hau­
fen im Binärcode dargestellt 
und stellenweise (ohne 
Übertrag) addiert (Tabelle 
3). Eine Verlustposition liegt 
vor, wenn die Summe in je­
der Spalte Null ist, andern­
falls handelt es sich um eine

Gewinnposition. Tabelle 3 
zeigt die Analyse einer Nim- 
Position mit vier Haufen. Da 
sich in den Spalten 2 und 3 
als Summe jeweils eine Eins 
ergibt, handelt es sich bei 
(7,15,26,30) um eine Gewinn­
position. Der von dieser Posi­
tion ziehende Spieler hat ge­
nau drei verschiedene Mög­
lichkeiten, seinem Gegner 
eine Verlustposition vorzule­
gen. Diese sollten Sie sich 
anhand der Tabelle 3 selbst 
überlegen.

Beachten Sie, daß pro Zug 
nur von genau einem Haufen 
eine beliebige Anzahl Steine 
genommen werden darf! 
Können Sie die Frage mühe­
los beantworten, so sollten

Sie sich auch gleich auf die 
neue Knobelaufgabe stür­
zen: Programmieren Sie ein 
Nim-Spiel, bei dem sich 
möglichst viele der bespro­
chenen Varianten anwählen 
lassen. Zögern Sie auch 
nicht, eigene Varianten in 
das Programm einzubauen. 
Zu guter Letzt: Lassen Sie Ihr 
Selbstgeschriebenes nicht 
in irgendeiner Schublade 
verschwinden. In den näch­
sten Folgen sollen die besten 
Nim- und Mancala-Program- 
me an dieser Stelle vorge­
stellt werden. Computer- 
Knobeleien ist Ihr Kurs zum 
Mitmachen und Mitgestal­
ten.

(Matthias Rosin/dm)

E
ine riesige Kiste voller 
Musik-Stücke für den C 
64 ist das Ergebnis un­
seres Musikwettbewerbs! 
Leicht fiel uns die Entschei­

dung ja nicht, welcher Song 
nun der beste ist — bis wir 
»Shades« von Chris Hüls- 
beck zu Ohren bekamen. Ein 
kurzes atemloses Schwei­
gen, ein erneuter Start, ein 
weiteres kurzes Probehören 
und dann war uns klar: Das 
ist der Sieger!

Sehr hoch anzurechnen ist 
bei »Shades« die wirklich 
einmalige Komposition. Ver­
gleiche mit den Kreationen 
von Profis wie Jean-Michel 
Jarre, Eberhard Schöner und 
ähnlichen Synthesizer-Jong­
leuren sind gar nicht einmal 
so abwegig. Auch mit der 
Kreation der bekannten C 
64-Musik-Profis Rob Hubard 
(er schrieb zum Beispiel die 
Musik zu dem Spiel »Thing on 
a Spring«) und Martin Gal­
way (»Comic Bakery«) kann 
sich »Shades« durchaus mes­
sen. Über die Zukunft des 
17jährigen Chris Hülsbeck 
läßt sich vermuten: »Der 
kann einer von ihnen wer­
den.«

Der zweite Preis war schon 
wesentlich schwieriger zu 
vergeben: Immerhin acht 
Spitzen-Titel standen zur Dis­
kussion! Nach langem Pro­
behören, vielen handgreifli­
chen Auseinandersetzungen 
in der 64'er-Redaktion und 
schlaflosen Nächten ent­
schieden wir uns für »Synth 
Dive« von Michael Winter­
berg. Das war nämlich das 
Musikstück, das auch nach 
stundenlangen Gehörtests

Über den Wolken...
Der Gewinner unseres Musikwettbewerbs steht fest: »Shades« ist der Trtel 
des Super-Musikstückes. Es funktioniert ohne irgendeine Erweiterung auf je­
dem C 64. Das, was Chris Hülsbeck aus dem kleinen SID zaubert, ist einfach 
atemberaubend!
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