richt gelitten. Die Mei-
nung, Mathematik sei eine
trockene, graue Wissenschaft ist
erstaunlich weit verbreitet. Ab
dieser Ausgabe starten wir des-
halb einen Mitmach-Kurs. Wir
wollen beweisen, daf3 gerade
die spielerische Beschaftigung
und das Experimentieren mit ei-
nigen Sondergebieten der Ma-
thematik eine starke Faszination
ausiiben kann. Wichtigstes
Handwerkszeug soll dabei na-
tirlich unser Computer sein.
Wir werden regelmaBig an
dieser Stelle ausgesuchte ma-
thematische Ratsel, Knobeleien
und Probleme vorstellen. Thre
Aufgabe soll es dann sein, Lo-
sungsmoglichkeiten oder auch
Varianten in und mit einem ent-
sprechenden Programm vom
C 64 oder C 128 bearbeiten zu
lassen. Welche Sprache Sie da-
zu verwenden und wie Sie das
Problem losen, wollen wir allein
Ihnen iiberlassen. Die besten
Programme und Losungswege
werden wir dann in spateren
Ausgaben veroffentlichen.
Ebenso willkommen sind uns
Themenvorschlage und Anre-
gungen fiir weitere Folgen. Mit-
machen bei diesem Wettbe-
werb kann mit etwas Fantasie
und Programmiergeschick je-
der. Die Themenfiille ist schier
unerschopflich und wir speku-
lieren bei diesem Kurs auf den
»Homo Ludens« in jedem echten
Computer-Freak sowie auf rege
Beteiligung. Machen Sie mit!

Die erste Folge soll uns nun zu
einem Zwei-Personen-Spiel fiih-
ren, das in Afrika bereits seit
Jahrhunderten gespielt wird.
Mancala, auch bekannt unter
dem Namen Wari oder Kalah, ist
in idealer Weise fiir Computer-
Strategien geeignet: Der Auf-
wand ist gering, die Regeln sind
einfach und giinstige Spielsitua-
tionen lassen sich mit viel Rech-
nerel weit im Voraus bestimmen.
Das Ziel des Spiels: Beide Spie-
ler trachten danach, moglichst
viele Steine in Threm »Kalah«
(Hauptfeld) zusammenzuraffen.
Steine, die sich erst einmal im
Kalah befinden, bleiben dort.

Im Gegensatz zu Schachpro-
grammen, die auf Heimcompu-
tern bestenfalls mittelmaBige
Partien liefern, spielen Compu-
ter Mancala mit der hier vorge-
schlagenen Strategie oft besser
als der Mensch.

ahllose Generationen ha-
ben im Mathematikunter-

Spielregeln

Das Spielbrett fiir Mancala
zeigt Bild 1.

Die afrikanischen Urheber
spielten normalerweise mit k=6
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Steinen. Sie kénnen fiir k aber
auch andere Werte einsetzen.
Bei Spielbeginn werden die
zwolf kleinen Felder mit je k Stei-
nen besetzt. Die beiden groRen
Felder, die »Kalahs«, bleiben
leer. Spielt man Mancala das er-
ste Mal, so ist es empfehlens-
wert, weniger Steine zu benut-
zen. Fiir k < = 3 Steine je Feld
sind sogar Strategien bekannt,
die garantiert zum Sieg fiihren.

Jedem Spieler gehoren die
sechs zusammenhangenden
Felder an der langen Seite des
Bretts(Nr. I bis6)und jeweilsdas
Rechts vom Spieler liegende Ka-
lah. Die Spieler ziehen abwech-
selnd. Dabei werden aus einem
Feld, der Quellg, alle Steine her-
ausgenommen und gegen den
Uhrzeigersinn einzeln rundher-
um verteilt. Das bedeutet, daB
jedes Feld, das links von der
Quelle liegt, mit je einem weite-
ren Stein aufgefillt wird, solan-
ge der Vorrat der Quelle aus-
reicht. Nur das Kalah des Geg-
ners wird beim Verteilen iiber-
sprungen. Es ist natiirlich auch
moglich, daB der Spielkreis of-
ter als einmal iiberstrichen wird,
sofern sich eine ausreichende
Anzahl in der Quelle befindet.
Einige Felder, einschlieBlich
der Quelle, kénnen so mehr als
einen neuen Stein erhalten. Die
Bilder 2a und 2b zeigen diesen
Fall.

Neben diesem Grundzug be-
stehen zwei weitere Méglichkei-
ten. Fallt der letzte Stein in ein
besetztes Feld des ziehenden
Spielers und wurden auf der
gegnerischen Seite ebenfalls
Steine abgelegt, so wird dieses
letzte Feld zur neuen Quelle. Mit
diesen Steinen wird wieder ver-
fahren wie beim Grundzug. Ei-
nen solchen Zug nenne ich im
folgenden »chain« (engl. Kette).

Das klingt zunachst etwas
kompliziert, wenn Sie aber die
Bilder 3a und 3b betrachten,
werden die Zusammenhange
schon klarer.

Mit dieser Maoglichkeit laBt
sich eine beliebig lange Verket-
tung von Ziigen erreichen. Dem
zichenden Spieler bietet das
den Vorteil, daB bel jedem Um-
lauf das eigene Kalah um einen
Stein wachst.

Bei der zweiten Variante falit
der letzte Stein in ein gegneri-
sches Feld. Zahlt dieses Feld da-
nach zwei oder drei Steine, wer-
den alle Steine des betroffenen
Feldesgekapertund in das eige-
ne Kalah umgeladen. Befinden
sich vor einem gekaperten Feld
ebenfalls zwel oder drei Spiel-
steine, so werden diese auf die
gleiche Art geladen. Es ist so
durchaus moglich, daB alle
sechs gegnerischen Felder auf
einen Schlag geleert werden.
Hierzu miiten zundchst diese
Felder mit einem oder zwei Stei-
nen besetzt sein. Fillt bei der
Verteilung dann der letzte Stein
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Haben Sie Lust, verschiedene mathematische Ratsel
und Knobeleien zu losen? Steigen Sie ein und versu-
chen Sie, den Computer auszutricksen.

auf Feld 6 des Gegners, so geht
es ihm »an den Kragens. In den
Bildern 4a und 4b werden mit
der Methode »captures« (engl.
kapern) drei Felder abkassiert.
Mancala ist beendet, sobald
einer der Spieler mehr als die
Halfte der Steine in sein Kalah
getrickst hat. Ebenfalls entschie-
den ist das Spiel, wenn alle Fel-
der des ziehenden Spielers leer
sind. In diesem Fall wandern al-
le gegnerischen Steine in des-
sen Kalah und werden bei der
Endauszahlung mitbewertet.

Programmieren
statt probieren

Die programmgesteuerte
Uberpriifung der erlaubten Zii-
ge ist denkbar einfach. Sofern
kein Feld leer ist, stehen sechs
Ziige zur Auswahl. Ebenso las-
sen sich »chains« und »captures«

leicht feststellen. Am Ende eines
Zuges mub schlieBlich noch ge-
klart werden, ob das Kalah des
ziehenden Spielers mehr als die
Haélfte aller Steine enthalt. »lst
doch sonnenklar«, werden Sie
jetzt vielleicht denken. Doch wie
hat eine Strategie fiir unseren
Commodore auszusehen, mit
welchem Zug wird aus einer vor-
gegebenen Position am erfolg-
reichsten rabgesahnt«? Nun, die
Grundidee besteht in der Auf-
stellung eines Baumes, der alle
Zugmoglichkeiten beriicksich-
tigt. Dabei muf die Verzweigung
mit dem giinstigsten Endergeb-
nis gefunden und der Zug in die
entsprechende Richtung ausge-
fiihrt werden. Diese Strategie
wird bei fast allen Zwei-Perso-
nen-Spielen angewandt. In die-
ser Folge werde ich auf die
Grundlagen der Baume und ge-
richteter Graphen nicht naher
eingehen.

Spieler A
Nr. 6 ) 3 2 1
[x] [k IEI [x] IE [x]
0 KALAH 0
A B
[x] [x] [x] [x] [x]
Nri 2 3 4 5 6
Spieler B
Bild 1. Spielbeginn. K steht fiir eine beliebige Anfangszahl.
Mehr als 9 Steine sind aber kaum sinnvoll.
Nr. 6 5 4 3 2 1
El 2] [o] [2] [
KALAH
2 A B 6
7] [e] [2] [o] [e] [1]
Ne. 2 3 4 vl 6

Net @ d
[o] [18] [u]
3 A
[e] [s] [l
Ne gLt B a

1
I{ALAH

Bild 2b. Nach dem Zug von B. Kalah B ist um zwei Steine bereichert.
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und gerichteter Graphen nicht
naher eingehen.

Um die Darstellung zu verein-
fachen, ersetzt im folgenden der
Computer den Spieler B und
hort auf den Namen Maximus,
sein menschlicher Gegner auf
Minimus. Diese Bezeichnungen
sind keine moralische Entglei-
sung, sondern fiir uns, wie sich
spater noch herausstellen wird,
sehr zweckméPRig. Wir befinden
uns irgendwo in der Mitte des
Spiels, mit Maximus am Zug. Um
einen vollstiandigen Baum zu er-
stellen, miifte B zundchst seine
eigenen sechs Ziige auswerten,

anschliefend die 36 Gegenziige
berechnen und so weiter. Sie se-
hen wahrscheinlich schon, wo-
hin das fiihrt: Fiir jede weitere
Stufe der Analyse braucht unser
Computer die sechsfache Re-
chenzeit. Schon der Gedanke an
Basic wirkt dabei wie eine
Schlaftablette.

Computertaktik

sMinimaximierung« ist das
Zauberwort unserer Strategie.
Betrachten wir zunachst Bild 5.
Maximus ist am Zug (Stufe 0).
Er hat sechs Ziige (Pfeile) zur

Spieler A

(] [d [ [ [ [
] [ [ [ ] [e]

Spieler B

Bild 3a: Ein typisches »Chain«. Spieler B zieht von Feld 5. Der letzte
Stein verkettet Feld 3 zu einem weiteren Zug.

(el [s] [s] [e] ] [e]

(e] [z] [o] [s] [
Bild 3b. Der Zustand des Spielfeldes nach dem »chain«
[e] L] (] [

(] [o] [2] [2] [s] L4

Bild 4a. Spieler B konnte mit einem Zug von Feld 6 drei gegnerische
Felder kapern. Man beachte: Ein Zug ven Feld 5 wére ebenso

erfolgreich gewesen.

10

BREREROROND
] [ [ [ [E] [

16

Bild 4b. So sieht das Spielfeld nach dem Zug von Feld 6 aus.

Auswahl (Stufe 1) und analysiert
mit einer Tiefe von t=4 Stufen.
Die Pfeile werden oft auch als
»Kantene, die Kreise als »Knotenu«
bezeichnet. Aus Platzgriinden
ist es sinnvoll, nur einen der
moglichen Pfade darzustellen.
Die Anzahl der zu berechnen-
den Positionen steigt exponen-
tiell mit der Tiefe t nach der For-
mel:

1
Y 6=61+62+..+60D+6
i=1]

Fiir t=4 mub der Computer al-
so maximal 1554 Positionen be-
rechnen. Natiirlich ist diese Zahl
fast immer niedriger, weil eines
oder mehrere Felder auf der
Seite des ziehenden Spielers
leer sind, oder weil ein Spieler
mit seinem Zug die Partie been-
det,

Fir alle Positionen muf ein
Punktestand als Differenz der
beiden Kalahs errechnet und
gespeichert werden (wir verein-
baren, daB bei einem positiven
Punktestand Maximus die Nase
vorn hat). Sind alle derartigen
Zuordnungen abgeschlossen,
beginnt die Minimaximierung.
Die Zahlen in den Kreisen in Bild
5 veranschaulichen dieses Ver-
fahren: Aus allen jeweils zusam-
mengehodrenden sechs Punkte-
standen der Stufe t=4 werden
die Minima errechnet und in die
Knoten dariiber (Stufe 3) einge-
tragen. Dementsprechend wer-

den in Stufe 3 die Maxima gebil-
detund in die Knoten der Stufe 2
tibertragen. Schlieflich steht in
dem Knoten der Stufe 0 der Vor-
sprung (bei negativen Zahlen
der Riickstand), den Maximus
gegeniiber seinem Gegner er-
langt, wenn er den giinstigsten
Zug auswahlt. In unserem Fall
wiirde Maximus von Feld 2 zie-
hen. Man beachte, daBl immer
fiir gerade Stufennummern i ma-
ximiert und fiir ungerade 1 mini-
miert wird. Dieses rekursive
Verfahren geht davon aus, daB
beide Spieler immer die fiir sie
besten Ziige ausfithren.
Variationen

Wenn Sie eine gute Strategie
programmiert haben, sollten Sie
Ihrem Programm auch die Fa-
higkeit verleihen, gegen sich
selbst zu spielen. Die Anzahl k
der Steine bei Spielbeginn sollte
ebenso einstellbar sein wie die
Analysetiefe t und der Spieler
mit dem ersten Zug. Auch miiBte
das Programm in der Lage sein,
zwischen gleichguten Ziigen
per Zufall auszuwahlen.

Natiirlich ist Mancala ebenso
inidealer Weise fiir die Erweite-
rung der Regeln geeignet: Kre-
ieren Sie Triancala fiir drei Per-
sonen oder erhthen Sie die An-
zahl der Felder!

Lange Programmierndchte
bis zur nachsten Folge wiinscht
Ihnen

(Matthias Rosin/dm)

Stufe 0

Maximus
zieht

Maximus
zieht

Stufe 2

Maximus
zieht

Stufe 3

Maximus
zieht

Stufe 4
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Bild 5. Minimaximierung fiir einen von 1554 Pfaden.
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