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Bild 2. Operationen mit Mengen

Der Operator ÄND
a b aANDb

FALSE FALSE FALSE
FALSE TRUE FALSE
TRUE FALSE FALSE
TRUE TRUE TRUE

Der Operator OR 
a b aORb

FALSE FALSE FALSE
FALSE TRUE TRUE
TRUE FALSE TRUE
TRUE TRUE TRUE

Der Operator NOT 
a NOTa

FALSE TRUE
TRUE FALSE

Mengen werden sehr kom­
pakt als Bitfolge gespeichert. Je­
dem Bit entspricht ein Element 
der Menge. Das Bit zeigt an, ob 
das entsprechende Element 
vorhanden ist oder nicht. Wegen 
dieser Art der Speicherung sind 
Mengenoperationen sehr 
schnell.

Mengen kann man auch be­
nutzen, ohne sie als Variable zu 
vereinbaren. Beispiel:
VAR test: 1..10;
test:= 2; ........
IF test IN [1..4] THEN ........  
ist bedeutend besser als 
IF (test=l) OR (test=2) 0R 
(test=3) OR (test=4) THEN ...

Das Beispiel in Listing 2 zeigt 
die Anwendung von Mengen. Es

PRDGRAM JOSEPH; 
CONST ANZAHL=41; 

REST=2; 
ABZAEHL=3; 

VAR I,J,K:INTEGER; 
REIHE:SET OF l..ANZAHL; 

BEGIN 
(»INITIALISIEREN») 

REIHE:=äl..ANZAHLü;
I:=ANZAHL; 
K:=ANZAHL; 
(«WIEDERHOLE BIS NUR NOCH 2 

ELEMENTE IN DER REIHE SIND 
DIESE GEBEN DIE GESUCHTEN 
POSITIONEN AN *) 

WHILE K>REST DO 
BEGIN 

FOR J: = 1 TO ABZAEHL DO 
REPEAT 
IF I<ANZAHL THEN I:=I+1 

ELSE I:=1; 
UNTIL I IN REIHE;

(* DER JEWEILS DRITTE WIRD GESTRICHEN «) 
REIHE:=REIHE-aIu;
K:=0;

(* JETZT WIRD FESTGESTELLT, WIEVIELE ELEMENTE DIE 
MENGE NOCH ENTHAELT *) 
FOR J:= 1 TO ANZAHL DO 

IF J IN REIHE THEN K:=K+1;
END; (* ENDE DER WHILE-SCHLEIFE*) 

FOR J:= 1 TO ANZAHL DO 
IF J IN REIHE THEN

WRITELN(GESUCHTE POSITIONNR.: ',J) 
END.

Listing 2. Das Problem des Josephus

führt vor, wie elegant man mit 
Mengen Probleme lösen kann.

Von dem jüdischen Historiker 
Josephus erzählt die Legende, 
daß er bei der Eroberung der 
Stadt Jotapater durch die Römer 
mit 40 anderenJuden vor den an­
stürmenden Feinden in ein Haus

flüchtete. Josephus’ Kameraden 
beschlossen, sich nicht den Rö­
mern zu ergeben und sich lieber 
selbst zu töten. Josephus und mit 
ihm sein Freund wollten am Le­
ben bleiben. Joseph machte 
deshalb den Vorschlag, die 
Selbsttötung in einer gewissen

Reihenfolge vorzunehmen. Alle 
sollten sich in einer Reihe auf­
stellen und dann sollte sich je­
der dritte selbst töten. Am Ende 
der Reihe angelangt, würde das 
Verfahren von vorne beginnen.

Der Vorschlag wurde ange­
nommen. Josephus und sein 
Freund nahmen diejenige Stel­
lung ein, bei der sie beim Ab­
zahlen die letzten sein würden 
und blieben am Leben. Das Pro­
gramm simuliert den Abzählvor­
gang, indem es eine Menge mit 
41 Elementen verwendet. Dann 
wird jeweils bis drei gezählt und 
das entsprechende Element aus 
der Menge entfernt. Wenn sich 
nur noch zwei Elemente in der 
Menge befinden, wird der Ab­
zählvorgang beendet. Das Pro­
gramm läßt sich auch auf Proble­
me mit einer größeren Grund­
menge, einer anderen Schritt­
weite und einem unterschiedli­
chen Rest anwenden.

Das Zeichen »#« beendet die 
Eingabe, da Oxford-Pascal kein 
EOF (Ende der Eingabedatei) 
von der Tastatur akzeptiert. Die 
Funktion eoln erkennt in einem 
Return das Zeilenende und ver­
anlaßt einen Zeilenvorschub.

Das Programm enthält eine in­
teressante Anwendung der 
Funktion »SUCC«. Sie wird hier 
statt des üblichen k: = k + l ver­
wendet. Das Beispielprogramm 
zeigt auch, wie man Mengen ele­
gant für Abfragezwecke ver­
wenden kann.

(S. Gutschmidt/A. Gruber/cg)

Nun könnten Sie es viel­
leicht mit der Angst zu tun 
bekommen, daß Ihnen 

hier höhere Mathematik zuge- 
mutet werde. Aber der Witz an 
Matrizen — jedenfalls in der 
Weise, in der wir uns damit be­
fassen werden — ist gerade, daß 
weniger hohe Mathematik ge­
trieben werden muß, wenn man 
sie auf bestimmte Fragestellun­
gen anwendet als ohne die Ma­
trizen. Weshalb begegnet man 
ihnen dann so selten, werden Sie 
fragen. Der Grund liegt vermut­
lich darin, daß die mit Matrizen 
mögliche Vereinfachung von 
Problemlösungen erkauft wer­
den muß durch einen sehr viel 
höheren Rechenaufwand. Die 
Rechnungen sind dann zwar 
recht elementar, nämlich einfa­
che Additionen, Subtraktionen 
und Multiplikationen, dafür wer­
den es aber im Vergleich zu Lö­
sungswegen aus Bereichen der 
höheren Mathematik viel mehr 
Rechenoperationen. Viele einfa­
che Rechnungen miteinander zu 
verknüpfen, bedeutet aber auch 
eine Steigerung der Fehleranfäl­
ligkeit. Der Heim- und Personal- 
Computer ist zwar in der Lage, 
eine große Anzahl von solchen 
Rechnungen schnell und sicher 
durchzuführen, aber seine Exi-

Streifzüge durth 
die Grank4Afeh 

Heil 4)
In dieser Folge wird Ihnen ein Handwerkszeug ver­
traut werden, von dem Sie unter Umständen noch nie 
etwas gehört haben: die Matrix. Sie befinden sich 
aber in guter Gesellschaft, denn auch viele Leute, de­
nen von Berufs wegen das Rechnen mit Matrizen Ar­
beitserleichterungen bringen würde, kennen oft nur 

den Namen dieser mathematischen Gebilde.

stenz ist eben noch nicht sehr alt 
und im Denken vieler Menschen 
noch nicht präsent. Wie gut sich 
Computer zur Matrizenverarbei­
tung eignen, werden wir gleich 
noch sehen.

JamesJoseph Sylvester (1814— 
1897) führte 1850 den Begriff der

Matrix ein. Lateinisch »mater« 
heißt »Mutter«, französisch »ma- 
trice« bedeutet auch »Gußform«. 
Sylvester wollte mit dieser Be­
zeichnung wohl eine häufige 
Verwendung von Matrizen cha­
rakterisieren: Dabei dient die 
Matrix gewissermaßen als eine

Gußform, durch die Daten in ge­
wisse neue Formen und Zusam­
menhänge gebracht werden 
können. Genug von Geschichte. 
Wo können Matrizen überall an­
gewendet werden (außer in der 
Computergrafik, die unser An­
liegen ist)? Dem Techniker und 
Ingenieur dienen sie beispiels­
weise zur Ermittlung von Eigen­
frequenzen in der Schwingungs­
technik, zu Netzberechnungen 
in der Elektrotechnik oder zur 
Berechnung statisch unbe­
stimmter Systeme in der Bausta­
tik. Der Physiker bedient sich ih­
rer in der Quantentheorie. Kauf­
leute, Betriebs- und Volkswirte 
erleichtern sich die Produk­
tionsplanung, Materialplanung, 

Betriebskostenüberwachung 
damit. Matrizen sind aber auch 
Handwerkszeuge für die einfa­
che Erfassung von komplexen 
Zusammenhängen: Man kann 
damit Verflechtungsbilanzen er­
stellen und untersuchen. Sehr in­
teressant sind auch die vielfälti­
gen Möglichkeiten bei Optimie­
rungsproblemen. Jetzt müßte 
deutlich geworden sein, welch 
ein breites Anwendungsspek­
trum sich da offenbart. Allen ist 
eines gemeinsam: Es liegen so­
genannte Vielfaktorenproble­
me vor. Damit ist gemeint, daß
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man eine große Anzahl von Ein­
flußgrößen rechnerisch zu be­
wältigen hat, und das geht mit 
Matrizen sehr einfach und com­
putergerecht.

Was sind Matrizen?

Nun ist der Ausdruck Matrix 
schon so oft gefallen und Sie sol­
len endlich erfahren, was das ei­
gentlich ist. Eine Matrix ist eine 
geordnete rechteckige Darstel­
lung von Elementen. Elemente 
können Zahlen sein oder For­
meln oder auch Texte. Bild 1 
zeigt Ihnen ein Beispiel einer 
Matrix, deren Elemente Zahlen 
sind.

( 20 1 150 \
2 2 400 \

15 1 100 /
12 0 80 /

Bild 1. Beispiel einer Matrix 
mit Zahlen als Elementen

sein. Die Zeilen entsprechen 
den Monaten Januar, Februar, 
März und April (siehe Bild 3).

Die erste Spalte gibt die ge­
kaufte Menge an Disketten, die 
zweite die an Farbbändern und 
die dritte die an Druckerpapier 
an (diese Beispiele wurden an­
geregt durch das Buch: Müller- 
Merbach, Operations Research, 
Berlin/Frankfurt: Verlag Franz 
Vahlen 1969. Ein Buch, das kauf­
männisch interessierten, poten­
tiellen Matrizennutzern sehr zu 
empfehlen ist). Müller hat noch 
einen Freund Meier, der eben­
falls einen Computer mit Zube­
hör sein eigen nennt und dessen 
Einkäufe uns zusammen mit de­
nen von Müller im folgenden das 
Verständnis von Matrizen er­
leichtern sollen. Meiers Ein­
kaufsmatrix finden Sie in Bild 4.

Bild 3. Die Matrix A als Tabelle. Müllers Einkäufe an Computer­
zubehör von Januar bis April

Disketten Farbbänder Druckerpapier
Januar 20 i isö
Februar 2 2 400
März 15 1 100
April 12 0 80

Bild 5. Addition der Einkaufsmatrizen Müller und Meier

20+10 1 + 1 150 + 500 \ /30 2 650
2 + 30 2+1 400 + 200 1 [ 32 3 600

15+ 5 1+2 100+100 / " 1[ 20 3 200
12+15 0+1 80 + 300/ \ 27 1 380

(
10 1 500 \
30 1 200 \

5 2 100 /
15 1 300 /

A + B= |

B

/all + bll a12 + b12 a13 + b13\ /CI1 c12 c13\
a21+b2l a22 + b22 a23 + b23 I _ I C21 C22 C23 ] =C
a31+b31 a32 + b32 a33 + b33 / \ C31 c32 c33 /
'a41+b41 a42 + b42 a43 + b43' 'c41 c42 C43Z

ld 6. Addition zweier Matrizen allgemein ausgedrückt

Es gibt verschiedene Schreib­
weisen für Matrizen. Die in Bild 1 
— mit runden Klammern und ei­
nem Großbuchstaben als Na­
men der Matrix — ist weit ver­
breitet und wir werden sie im fol­
genden verwenden. Unsere Ma­
trix hat 4 Zeilen und 3 Spalten. 
Man spricht dann von einer 4,3- 
Matrix. Will man nicht eine ganz 
konkrete./.sondern eine allge­
meine 4,3-Matrix angeben, dann 
verwendet man anstelle der 
Zahlen — wie allgemein in der 
Mathematik — Buchstaben, an 
die Indices gehängt sind. In Bild 
2 ist unsere Beispiel-Matrix auf 
diese Weise angegeben.

a22
®32 
a«

al3 
a23
®33 
a«

Bild 2. Eine allgemeine
4,3-Matrix

Der erste Index ist dann im­
mer die Zeilennummer, der 
zweite die Spaltennummer. Jetzt 
wissen Sie, was eine Matrix ist, 
doch was man konkret mit die­
sen Gebilden anfangen kann, ist 
Ihnen vermutlich noch unklar. 
Sehen wir uns daher ein prakti­
sches Beispiel an.

Matrizen = Tabellen

Matrizen kann man in vielen 
Fällen einfach als das mathema­
tische Gegenstück zu Tabellen 
auffassen. Die Zahlenanord­
nung bleibt dieselbe. Man fügt 
einfach eine erklärende Kopf­
zeile und -spalte hinzu. So soll 
unser Beispiel aus Bild 1 eine Zu­
sammenstellung der Einkäufe 
des Computerbenutzers Müller

Bild 4. Meiers Einkaufsmatrix

Sie sehen, daß Meier sehr pro­
duktiv ist. Das Element b(l,3) in 
seiner Einkaufsmatrix, nämlich 
500 Blatt Computerpapier im Ja­
nuar, deutet auf eine rege Korre­
spondenz hin. Aus der Bezeich­
nungsweise b(l,3) können Sie 
vielleicht schon ersehen, wohin 
das führt: Genauso werden ja in 
Basic die einzelnen Elemente 
von Arrays (Feldern) bezeich­
net. Tatsächlich lassen sich Ma­
trizen im Computer als zweidi­
mensionale Arrays auffassen, ja 
im englischen Sprachgebrauch 
verschwimmen die Bedeutun­
gen von »matrix« und »array«, sie 
sind in gewisser Weise fast Syno­
nyme (Synonyme sind verschie­
dene Worte für denselben Ge­
genstand). Nebenbei bemerkt: 
Genauso, wie wir eindimensio­
nale Arrays definieren können 
(beispielsweise durch DIM 
A$(20) gibt es auch Matrizen, 
wie die vergleichbare l,20-Ma- 
trix oder die 20,l-Matrix. In die­
sen Fällen spricht man von »Vek­
toren». Anders herum kann man 
auch Arrays mit mehr als 2 Di­
mensionen bilden. Ebenso gilt 
das auch für Matrizen. Wir be­
schränken uns aber im folgen­
den auf die zweidimensionalen 
Matrizen und Arrays.

Addieren von Matrizen

Aus unerfindlichen Gründen 
wollen Müller und Meier wis­
sen, wie ihr gemeinsamer Ver­
brauch in den fraglichen Mona­
ten war. Sie müssen daher ihre 
Einkaufsmatrizen zusammen­
zählen. Bild 5 zeigt Ihnen, wie 
das geschieht.

Es werden einfach alle Ele-

Bild 7. Verbrauchsunterschiede von Müller und Meier

/20-10 1-1 150-500 \ /-10 0 -350\
' 2-30 2-1 400-200 I I '28 1 200 IA-B= Ii 15- 5 1-2 100-100 / \ 10 -1 0 HD
\ 12-15 0-1 80-300 / \- 3 -1 -220 /

3-500 \ / 30 3
3-200 1 _ / 90 3
3-100 J " 1 15 6
3-300 / \45 3

/310 31
3*B= |I 3-30 

[ 3- 5
31
3-2

\315 31

Bild 8. Meier berechnet den dreifachen Verbrauch

mente mit gleichen Indices ad­
diert. Allgemein sehen Sie die 
Addition in Bild 6.

Wichtig ist: Man kann nur Ma­
trizen gleicher Zeilen- und Spal­
tenanzahl addieren. Für solche, 
die es genau wissen wollen: Es 
gilt bei der Matrizenaddition 
das kommutative Gesetz (die 
Summanden können vertauscht 
werden):
A + B = B + A

Außerdem gilt das Assoziativ­
gesetz. Das bedeutet, daß auch 
bei mehr als 3 Summanden die 
Reihenfolge beliebig ist: 
(A + B) + C = A + (B + C) = A 
+ B + C

Subtrahieren 
von Matrizen

Zum Abziehen zweier Matri­
zen voneinander braucht man 
eigentlich kaum Worte verlie­
ren, denn das funktioniert ge­
nauso wie die Addition. Jeweils 
die Elemente mit gleichen Indi- 
ceswerden voneinander subtra­
hiert. Wollen unsere beiden 
Computerfreunde also wissen, 
wo ihre Verbrauchsdifferenzen 
liegen, dann bilden sie einfach 
A - B, wie in Bild 7 gezeigt.

1500 \
600 )_p
300 /
900 /

Meiers Verbrauch ist im 
Durchschnitt in diesen 4 Mona­
ten höher gewesen als Müllers, 
wie man an den vielen negativen 
Werten in der Differenz-Matrix 
D sehen kann.

Man kann Matrizen also belie­
big voneinander abziehen oder 
addieren. Allerdings ist es wich­
tig, sich immer der Bedeutung 
der Zeilen und Spalten bewußt 
zu sein. Wenn in der zu Meier ge­
hörigen Matrix B die Spalten an­
ders angeordnet sind (beispiels­
weise in der Reihenfolge Disket­
ten, Papier und Farbbänder), hat 
es wenig Sinn, die Summe A + B 
zu bilden. Zuvor müssen beide 
Matrizen die gleiche Element- 
Anordnung aufweisen.

Multiplikation 
einer Matrix mit 

einem Faktor
Häufig kommt es vor, daß eine 

Matrix mit einer normalen Zahl 
malzunehmen ist. Will Meier be- 
spielsweise wissen, wie hoch 
sein Verbrauch gewesen wäre, 
wenn er den dreifachen Zeit­
raum zur Verfügung gehabt hät­
te, kann er das Produkt bilden, 
wie in Bild 8 gezeigt wird.
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Jedes Element der Matrix 
wird mit dem Faktor multipli­
ziert. Allgemein ausgedrückt, 
sehen Sie das in Bild 9.

Wahrscheinlich werden Sie 
sich nun fragen, was denn nun 
der Vorteil diese Matrizen sein 
könnte. Herkömmliche Rechen­
verfahren schienen für die 
denkbaren Probleme ebenso 
einfach anwendbar zu sein. Be­
vor wir uns der Multiplikation 
von Matrizen untereinander zu­
wenden, soll Ihnen noch eine 
spezielle Sorte von Matrizen vor­
gestellt werden. Deren Bezug 
zur Grafik ist deutlicher als der 
jener anderen, wo wir erst im 
Laufe der nächsten Folgen die 
grafische Bedeutung erkennen 
werden.

Vektoren

Matrizen, die lediglich aus ei­
ner Zeile oder aber aus einer 
Spalte von Elementen bestehen, 
nennt man Vektoren (siehe Bild 
9a).

Wir werden im weiteren Ver­
lauf dieses Kurses meistens Zei­
lenvektoren benutzen. Wenn wir 
also von Vektoren reden, dann 
meinen wir hier immer diese. 
Sollten mal Spaltenvektoren von­
nöten sein, dann geht das aus 
dem Text hervor. Von Vektoren 
werden wir außerhalb dieses 
Abschnittes ohnehin nur recht 
selten reden (und hier nur, damit 
Sie diesen Begriff kennenler­
nen), denn ein Vektor wird rech­
nerisch genauso behandelt wie 
eine Matrix (genauer gesagt: In 
unseren betrachteten Zusam­
menhängen ist ein Vektor eine 
Matrix). Die beiden im obigen 
Beispiel genannten Vektoren 
sind dann einfach eine l,2-Ma- 
trix (der Zeilenvektor) und eine 
2,l-Matrix (der Spaltenvektor).

Das Feine an Vektoren ist, daß 
man sie recht anschaulich gra­
fisch darstellen kann. So ist der 
im obigen Beispiel genannte 
Vektor (5 4) auch als Punkt in ei­
nem normalen Koordinatensy­
stem aufzufassen (siehe Bild 9b):

Ein Punkt im Raum, beispiels­
weise der Vektor (2 3 4), ist in Bild 
9c gezeigt.

In der Physik wird ein Vektor 
etwas anders definiert als hier: 
Man versteht darunter eine ge­
richtete Strecke. Der Vektor ist 
dort festgelegt durch seine Län­
ge und die Richtung. Daß unsere 
Definition auf dasselbe hinaus­
läuft, daß also aus den Elemen­
ten des Vektors — wie wir sie an­
geben — ohne weiteres sowohl 
die Richtung als auch die Länge 
der Strecke festgelegt sind, soll 
Ihnen nun gezeigt werden. Wir 
verwenden dazu Bild 9d.

Die Länge des Vektors — der 
Betrag — ist die Länge der 
Strecke zwischen unserem 
Punkt und dem Koordinatenur­
sprung. Es liegt ein rechtwinkli­
ges Dreieck vor mit den kurzen

kA=

ka„ 
kazi 
ka31 
ka«

ka12 
ka22 
ka32 
ka42

ka13 
ka23 
ka33 
ka43

Bild 9. Muttiplikation einer 
Matrix mit einem Faktor

(5 4) Spalten-
Zeilenvektor vektor

Bild 9a. Die zwei Vektortypen

Bild 9c. Ein Vektor als 
Punkt im Raum

Bild 9e. Die grafische 
Vektoraddition

Seiten x und y und der langen 
Seite 1, die identisch ist mit der 
gesuchten Länge. Nach Pytha­
goras gilt.
12 = x2 + y2

Damit ist die Länge des Vek­
tors festgelegt durch die Ele­
mente unserer l,2-Matrix (x y): 
1 = SQR(x2 + y)

Als Richtung dieser Strecke 
kann man den Winkel alpha neh­
men. In der nächsten Folge wer­
den Ihre Kenntnisse — falls er­
forderlich — der Winkelfunktio­
nen wieder etwas aufgefrischt 
werden. Deshalb soll hier nur 
kurz bemerkt werden, daß im 
rechtwinkligen Dreieck jeder 
Winkel durch Angabe zweier

Seiten schon festgelegt ist. In un­
serem Beispiel gilt nämlich: 
TAN(alpha) = y/x

Damit ist gezeigt, daß zwi­
schen der herkömmlichen und 
unserer Auffassung eines Vek­
tors kein grundlegender Unter­
schied besteht. Man kann sich 
daher die verschiedenen Ope­
rationen mit Vektoren auch gra­
fisch ersichtlich machen. Wir 
wollen uns das an der Addition 
ansehen.

Dazu addieren wir zwei Vekto­
ren (2 1) und (1 3)

Nach den eben gelernten Re­
geln der Matrix-Addition folgt 
als Ergebnis der Vektor 
(3 4)

Das Bild 9e führt uns diese 
Summenbildung grafisch vor 
Augen. Hier wird nach den Re­
geln gearbeitet, die manche von 
Ihnen beispielsweise noch als 
»Parallelogramm der Kräfte« in 
Erinnerung haben.

Der Ergebnisvektor wird kon­
struiert durch Parallelverschie­
bung der beiden Ausgangsvek­
toren. Ein anderes Beispiel zur 
grafischen Darstellung solcher 
Vektoroperationen ist die Multi­
plikation eines Vektors mit ei­
nem Faktor. Nehmen wir bei­
spielsweise einen Vektor (2 3), 
den wir mit dem Faktor 2 mal­
nehmen. Dann erhalten wir nach 
den Regeln der Matrixrechnung
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als Ergebnis den Vektor (4 6). In 
Bild 9f sehen Sie die grafische 
Entsprechung dieser Operation.

Wir werden von der nächsten 
Folge an die grafische Bedeu­
tung von Vektoren (dort nennen 
wir sie dann wieder l,2-Matri- 
zen) als Punkte ausgiebig be­
handeln. Dort wird Ihnen dann 
auch die Anwendung des näch­
sten Aspektes deutlicher wer­
den. Mit solchen Punkten in der 
Ebene und im Raum zu manipu­
lieren, erfordert die Anwen­
dung sogenannter Transforma­
tionen (das hatten wir in der letz­
ten Folge schon erwähnt). Trans­
formationen aber sind nichts an­
deres als die Multiplikation von 
Vektoren (also auch Matrizen) 
mit Matrizen, die wir nun als 
nächstes behandeln werden.

Matrizenmultiplikation

Versuchen wir hier wieder 
zum Erklären unser Beispiel mit 
Müller und Meier. In der Klein­
stadt, in der unsere beiden 
Freunde leben, gibt es zwei 
Händler, die Computerzubehör 
führen: Vorteil und Reibach. Bei­
de Händler sind bereit, monatli­
che Zahlung mit ihren Kunden zu 
vereinbaren, vorausgesetzt, daß 
man alle 3 Warengruppen kom­
plett bei jeweils nur einem von 
ihnen kauft. Müller und Meier 
müssen sich also entscheiden, 
bei welchem der beiden Händ­
ler sie im jeweils anstehenden 
Monat kaufen. Natürlich werden 
sie sich an den Preisen orientie­
ren. Bild 10 zeigt eine Preistabel­
le beider Geschäfte.

Auch diese Tabelle kann man 
als Matrix, wir nennen sie die 
Preismatrix R darstellen (siehe 
Bild 11):

Wenn Meier ein vorauspla­
nender Mensch ist, wird er nun 
vorher schon überlegen, in wel­
chen Monat er bei Vorteil und in 
welchem bei Reibach kauft. Im 
Monat Januar ergäben sich für 
ihn bei Vorteil folgende Kosten: 
20 Disketten mal 5 Mark plus 
1 Farbband zu 38 Mark plus 
150 Blatt Papier zu je 0,08 Mark. 
150,00 Mark wäre die Summe 
davon. Bei Händler Reibach er­
gäbe sich:
20*6 + 1*35 + 150*0,07 = 165,50 
Mark

Auf die gleiche Weise berech­
net er nun die Kosten bei beiden 
Geschäften in den anderen Mo­
naten und erhält folgende Ta­
belle (siehe Bild 12):

Mit Ausnahme des Februars 
sollte Müller also bei Vorteil kau­
fen. Mit den Beispielrechnun­
gen haben wir schon das Prin­
zip der Matrizenmultiplikation 
nachvollzogen: Die Zahlen einer 
Zeile aus der Matrix A wurden 
mit den Zahlen einer Spalte der 
Matrix P multipliziert und daraus 
die Summe gebildet. Auf diese 
Weise erhalten wir ein Element 
der Ergebnismatrix, die wir in

Vorteil Reibach
Disketten 
Farbbänder 
Papier

5,- 
38,- 
0,08

35,- 
0,07

Bild 10. Die Preistabelle der beiden Händler Vorteil und Reibach

bei Vorteil bei Reibach
Januar 
Februar 
März 
April

150,-
118,—
121,-
66,40

165,50 
110,-
132,- 
77,60

Bild 12. Müllers Preisübersicht

5 6
38 35

0,08 0,07
20 1 150 20-5+ 1 38+150 0,08 20-6+l-35+150-0,07

2 2 400 2-5 + 2-38 + 400-0,08 2-6+2-35 + 400 0,07
15 1 100 15-5+l-38+100-0,08 15-6+l-35+100-0,07
12 0 80 12-5 + 0-38+ 80-0,08 12-6+0-35+ 80 0,07

Bild 14. Müllers Kostenrechnung mit dem Falk-Schema

all a12 a13
a2l a22 a23
a3l a32 a33

(
128 130 \
204 229 1
109 107 /
137 146 /

Bild 16. Meiers 
Ergebnismatrix N

Bild 12 als Tabelle dargestellt 
haben. So ergibt die Verknüp­
fung der ersten Zeile von A mit 
der 2. Spalte von P das Glied 
m(l,2) der Ergebnismatrix. M. 
Falk hat 1951 ein Schema vorge­
stellt, das für das Verständnis 
dieser Multiplikation vorteilhaft 
ist. Beide Matrizen und die Er­
gebnismatrix packt man in ein 
Schema wie in Bild 13 gezeigt.

Auf unser Beispiel mit Herrn 
Müller angewendet, ergibt sich 
damit (ausführlich beschrieben 
zum Nachvollziehen) das Sche­
ma in Bild 14:

Bild 15 zeigt Ihnen die Matri­
zenmultiplikation nach Falk in 
allgemeiner Schreibweise:

Besonders dann, wenn Sie 
sich in Bild 15 einmal die Bildung 
der verschiedenen m-Elemente 
ansehen, fällt Ihnen sicherlich 
auf, wie sich die Indices der Fak­
toren a und p mit schöner Regel­
mäßigkeit verändern. Erinnern 
Sie sich außerdem daran, daß 
wir ein Element aus einer Matrix

Pll 
P21 

______________ P31_______________ 

mll = airP||+al2P21+a13P31 
m21 = a2rP|l+a22P2l+a23'P3l 
"bl^rPll+^zPzi+^Psi

Bild 15. Allgemeine Schreibweise einer Matrizenmuttiplikation nach Falk

auch als Array-Element verste­
hen können, dann erkennen Sie 
sicher schnell, wie einfach der­
artige Rechnungen per Compu­
ter durchzuführen sind. Dazu 
kommen wir gleich noch. Damit 
Sie ein wenig mit diesem Prinzip 
zu arbeiten lernen, führen Sie 
bitte dasselbe an der Kosten­
rechnung von Herrn Meier 
durch. Sie haben also folgende 
Rechnuna zu vollziehen.

N = B * P (N sei die Ergebnis­
matrix von Meier, B ist seine Pla­
nung (siehe Bild 4), P ist die 
Preismatrix aus Bild 11). Wenn 
wir alle richtig gerechnet ha­
ben, dann sollten Sie als Ergeb­
nis die Matrix in Bild 16 erhalten.

Lediglich im März sollte Meier 
bei Reibach kaufen, ansonsten 
ist der Kaufbei Vorteil für ihn von 
Vorteil. Bei all dieser Rechnerei 
werden Ihnen folgende Eigen­
arten schon aufgefallen sein (wir 
gehen mal von N = B * P aus): 
N hat genausoviele Zeilen wie B 
und ebensoviele Spalten wie P.

Bild 11. Die Preismatrix P

A*P = M O p o 
o o 
o o

O 0 o
o o o
o o 0
O A O 0

o o 
o o 
0 o 
O M O

Bild 13. Schema zur Matrizen- 
muttiplikation nach Falk

P12 
P22 

______________ P32______________  

m12 = all'P12*al2P22*a13'P32
m22 = a2rPl2 + a22P22 + a23'P32
JJb22^3TP^+^3^P22+jb^P^

Eine Multiplikation ist nur 
dann möglich, wenn die Anzahl 
der Spalten von B gleich der An­
zahl der Zeilen von P ist. Das soll­
te einleuchten: Für jede Waren­
anzahl in B (also beispielsweise 
10 Disketten) muß auch ein Preis 
angegeben sein, wenn man die 
Rechnung überhaupt durchfüh­
ren will.

Bisher nicht auffallen — weil 
wir mit Matrizen gearbeitet ha­
ben, bei denen eine Vertau­
schung zur Multiplikation nicht 
möglich war — konnte Ihnen die 
Tatsache, daß man die Reihen­
folge der Matrizen bei der Multi­
plikation nicht verändern darf. 
Nehmen wir an, wir hätten Matri­
zen vorliegen, bei denen man 
die Faktoren vertauschen kann, 
dann gilt hier — im Gegensatz 
zur normalen Multiplikation — , 
daß A * B nicht gleich B * A ist! 
Nehmen wir mal zur Übung zwei 
einfache Matrizen (siehe Bild 
17):

Versuchen Sie nun mal beide
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Multiplikationen mittels des 
Falk-Schemas durchzuführen, 
also zu rechnen A * B und auch B 
* A. Ihre Ergebnisse sollten nun 
die aus Bild 18 sein.

Programm zur Matri- 
zenmuhiplikation

Sie sehen, das ergibt unter­
schiedliche Ergebnismatrizen. 
Nun soll aber Schluß sein mit 
der Berechnung »zu Fuß«. Wir 
bringen unserem Computer die 
Matrizenmultiplikation bei.

AlsListing 1 finden Sie ein Pro­
gramm »MATRlMULT« abge­
druckt, das in der Lage ist, belie­
bige Matrizen miteinander zu 
multiplizieren.

Für die Besprechung des Pro­

grammes soll Ihnen als Hilfe das 
Flußdiagramm in Bild 19 dienen.

Sie sehen sicherlich bei der 
Betrachtung des Programmes, 
daß zum Kern — nämlich zur Be­
rechnung des Matrizenproduk­

tes — nur die Zeilen 330 bis 390 
gehören. Alles andere hat ledig­
lich mit der Ein- oder Ausgabe 
der Matrizen zu tun. Häufig sind 
die Elemente schon vorhanden 
(aus DATA-Zeilen oder sie sind 
berechnet worden oder ähnli­
ches), wodurch man sich den 
ganzen Eingabeteil ersparen 
kann. Der Ausgabeteil ist eben­
falls oft unnötig. Die Ergebnis­
werte werden dann beispiels­
weise gleich für weitere Berech­
nungen gebraucht oder aber — 
was uns hier besonders interes-

Bild 19. Das Fluß­
diagramm zu 
»MATRIMULT« 

Teil 1: 
Eingabe, Berechnung 

und Ausgabe
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siert — für grafische Ausgaben 
verwendet.

Bemerkungen zum Eingabe­
teil: Der ist in drei Schwerpunk­
ten zu sehen. Für die Dimensio­
nierung der Arrays (für die 
l.Matrix, die 2.Matrix und die 
Ergebnismatrix) brauchen wir 
Angaben über die Anzahl der 
Zeilen und Spalten (S1, Z1, S2, 
Z2). Außerdem ist es für die Aus­
gabe auf dem Bildschirm wich­
tig zu wissen, ob Sie mit einem 
40-Zeichen-Bildschirm arbeiten 
(C 64 und C 128) oder mit einem 
80-Zeichen-Monitor (C 128). Je 
nach Eingabe wird ein Multipli­
kator S erzeugt, der später mit 
der TAB-Funktion die Verteilung 
der Elemente einer Zeile auf 
dem Bildschirm organisiert. 
Wichtig ist die Prüfung auf die 
Zulässigkeit der Multiplikation, 
die den zweiten Schwerpunkt 
bildet zusammen mit der Defini­
tion der Arrays. Sie erinnern 
sich: Eine Matrizenmultiplika­
tion ist nur dann definiert, wenn 
die Anzahl der Spalten des er­
sten Faktors mit der Anzahl der 
Zeilen des zweiten überein­
stimmt. Der dritte Schwerpunkt 
besteht auszwei Doppelschleifen 
zur Eingabe der Elemente beider 
Faktorenmatrizen. Der wichtig­
ste, nämlich der Berechnungs­
teil, besteht aus drei ineinander 
verschachtelten Schleifen. Der

äußere Zähler I (von 1 bis Z1) 
hängt mit dem Zeilenindex der 
Ergebnismatrix zusammen. Sie 
erinnern sich, daß die Ergebnis­
matrix die gleiche Anzahl Zeilen 
aufweist wie die erste Faktoren­
matrix. Der Zähler J dient als 
Spaltenindex der Ergebnisma­
trix. Diese weist ja die gleiche 
Anzahl Spalten auf wie die zwei­
te Faktorenmatrix. Der innere 
Zähler K dient nun der Aufad­
dierung der einzelnen Produkte. 
K geht von 1 bis S1 (und weil S1 
gleich Z2 sein muß, könnte man 
statt S1 ebensogut Z2 einsetzen). 
Sehen wir uns die Zeilen 350 bis 
370 genau an und gehen wir da­
von aus, daß wir gerade die 
zweite Zeile von A mit der ersten 
Spalte von B verknüpfen, also 
das Element C(2,1) bilden. S1 sei 
gleich 3. Dann leisten diese drei 
Programmzeilen folgendes: 
C(2,1) = 0 + A(2,1)*B(1,1) + 
A(2,2)*B(2,1) + A(2,3)*B(3,1)

Vergleichen Sie das nun ein­
mal mit den markierten Stellen 
in Bild 15. Sie sehen, dies ist der 
entscheidende Algorithmus zur 
Matrizenmultiplikation. Vor je­
der neuen Produktsummenbil­
dung wird in Zeile 340 das zu den 
Indices gehörende Glied C(lJ) 
noch gleich Null gesetzt. Das ist 
hier eigentlich unnötig, denn bei 
der Definition der Arrays findet 
das schon automatisch statt.

Falls aber einmal der Berech­
nungsteil in einem anderen Zu­
sammenhang verwendet wird, 
dient diese Operation der Si­
cherheit, daß nicht unter Um­
ständen alte C(I,J)-Inhalte mit­
summiert werden.

Zum Ausgabeteil: Die drei Un­
terprogramme (Option 1 bis 3) 
sind bis auf die Parameter und 
das angesprochene Array iden­
tisch. EtwasVorsicht ist geboten, 
falls Sie einen 40-Zeichen-Bild­
schirm verwenden und Matrizen 
mit mehr als 10 Elementen pro 
Zeile ausgeben möchten. Durch 
die Ausgabe mittels TAB werden 
unter Umständen Elemente 
übereinandergeschrieben oder 
verschoben. Überhaupt sollte 
man sich immer dann, wenn die 
Elemente sehr unterschiedliche 
Längen aufweisen und/oder 
mehr als 10 Elemente pro Zeile 
vorhanden sind, eine andere 
Form der Ausgabe überlegen. 
Der Bildschirm faßt eben nur ei­
ne begrenzte Zahlenmenge auf 
einmal.

Matrizen und 
Transformationen

Auch wenn Sie geduldig bis 
hierher diese Folge durchgear­
beitet haben, wird Ihnen vermut­
lich noch nicht ganz klar sein,

welchen Schatz Sie da gehoben 
haben. Mit der Matrizenmultipli­
kation halten Sie den Schlüssel 
in der Hand zu allen Transforma­
tionen! Zur Erinnerung: Um ir­
gendwelche Gebilde der realen 
Welt (in Weltkoordinaten) auf 
dem Bildschirm zeigen zu kön­
nen (dann also in Bildschirm- 
Koordinaten), müssen wir eine 
Umrechnung vornehmen auf 
das Bildschirm-Koordinatensy­
stem. Diese Umrechnung ist ei­
ne Transformation. Ebenso 
brauchen wir Transformationen, 
um dreidimensionale Formen 
auf dem zweidimensionalen 
Bildschirm abbilden zu können 
oder um Abbildungen zu dre­
hen, zu verschieben oder zu ver­
zerren und so fort. Die Ausfüh­
rung einer Transformation ist 
nichts anderes als die Multipli­
kation einer Matrix, die Koordi­
natenwerte des abzubildenden 
grafischen Objektes enthält, mit 
einer sogenannten Transforma­
tionsmatrix. Die Ergebnismatrix 
enthält dann die gewünschten 
Koordinaten, die wir direkt zum 
Zeichnen verwenden können. 
Was man alles mit diesem Hand­
werkszeug in der Computergra­
fik anstellen kann mit Gebilden 
»vom Punkt bis zur 4,Dimension«, 
soll uns von der nächsten Folge 
an beschäftigen.

(H. Ponnath/og)

Mit einem Akustikkoppler öffnen Sie Ihrem Computer das Tor zur ganzen Welt. Der 
HITRANS 300 C stach im Akustikkoppler-Test der Ausgabe 3/86 durch die besten Übertra­
gungseigenschaften hervor. Sie erhalten ihn bei uns als Fertiggerät, lediglich eine Block­
batterie muß eingesetzt und das Gehäuse zugeschraubt werden. Sie können den Koppler 
auch über ein 12-Volt-Netzteil, das in jedem Elektronikgeschäft preisgünstig erhältlich ist, 
betreiben. Die Bauanleitung für ein RS 232-lnterface finden Sie in der Ausgabe 3/85.

Betriebssoftware auf Diskette
Bestellnummer: HW 071 DM 14,80*sFr. 13,90 

Die Betriebssoftware befindet sich außerdem auf der 
Programm-Service-Diskette des 64er-Sonderhef1es 
SH 7/85.

Preis für Akustikkoppler

HITRANS300C (ohne Batterie)

Achtung: Nicht für Wiederverkäufer

Bestellnummer: HW 070

DM 248j" (sFr.225,-)

• inkl. MwSt. Unverbindliche Preisempfehlung

Bitte verwenden Sie für Ihre Bestellung immer die abgedruckte Postgiro-Zahlkarte oder 
einen Verrechnungsscheck.
Sie erleichtern uns damit die Auftragsabwicklung, und dafür berechnen wir Ihnen keine 
Versandkosten.

Bestellungen aus der Schweiz bitte direkt an:
MarktäTechnikVertriebsAG. Kollerstrasse 3, CH-6300 Zug, Tel. 0 42/41 56 56

Bestellungen aus Österreich bitte direkt an:
Ueberreuter Media Handels- und Verlagsges. mbH, Alser Straße 24, 1091 Wien,
Tel. 0222/481538-0

Markt&Technik
Unternehmensbereich Buchverlag

Hans-Pinsel-Straße 2, 8013 Haar bei München
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10 REM ***** MATRIZENMULTIPLIKATION ***** <049> 
20 POKE 53280,0:POKE 53281,0 <148>
30 REM--------------EINGABE DER PARAMETER------------------ <148>
40 PRINT CHR$<147)CHR4(17)CHR*(17)CHR#(18) 

"PARAMETER DER MATRIZEN:" <140>
50 PRINT CHR*(17>CHR*<17)"NAME DER l.MATRI

X"TAB<32);:INPUT A* <154>
60 PRINT"ANZAHL SPALTEN<S1) U. ZEILEN<Z1)"

TAB<31);sINPUTSl,Zl <076>
70 PRINT CHR#<17)"NAME DER 2.MATRIX"TAB<32 

);:INPUT B* <233>
80 PRINT"ANZAHL SPALTEN<S2> U. ZEILEN<Z2)"

TAB(31);:INPUT S2,Z2 <013>
90 PRINT CHR>(17)CHR*(17)"FUER DIE AUSGABE 

DER MATRIX GEBEN SIE BITTE AN:" <179>
100 PRINT"VERWENDEN SIE EINEN 80-ZEICHEN-B 

ILDSCHIRM <J/N)" <050>
110 GET D#:IF D*<>"J" AND D*<>"N" THEN 110 <150>
120 IF D$="J" THEN S=2 <131>
130 S=1 <119>
140 REM -------------- PRUEFUNG AUF ZULAESSIGKEIT -

-----------  <142>
150 IF Sl<>Z2 THEN PRINT CHR*<17)CHR*(17)C 

HR#<18)"S1 MUSS GLEICH Z2 SEIN !":GOTO
50 <226>

160 REM--------- ARRAY-DEFINITIONEN--------------  <049>
170 DIM A(Zl,Sl),B<Z2,S2),C<Zl,S2) <204>
180 REM ----------- EINGABE DER ELEMENTE: l.MATRI

X----------- <111>
190 PRINT CHR*<147> <219>
200 FOR 1=1 TO Zl:REM ZEILENINDEX <064>
210 :FOR J=1 TO Sl:REM SPALTENINDEX <118>
220 ::PRINT A*"("I","J") ="TAB<20);:INPUT

A<I,J> <221>
230 :NEXT J <134>
240 NEXT I <068>
250 rxtn--------------------—-----------------———--------- x.nHiKl

X----------- <167>
260 PRINT CHR*<17>CHR*<17> <217>
270 FOR 1 = 1 TO Z2 <057>
280 1FOR J=1 TO S2 <093>
290 ::PRINT B*"("I","J") ="TAB(20);:INPUT

B(I,J) <073>
300 :NEXT J <206>
310 NEXT I <140>
320 REM ----------- BERECHNUNG ERGEBNISMATRIX --------

— <157>
330 FOR 1=1 TO Z1 <116>
340 :FOR J=1 TO S2:C<I,J)=0 <196>
350 ::FOR K=1 TO S1 <236>
360 ::sC(I,J)=C(I,J)+A<I,K)*B<K,J> <076>
370 ::NEXT K <190>
380 :NEXT J <030>
390 NEXT I <220>
400 REM ----------- MATRIXANZEIGE MENUE ----------- <239>
410 PRINT CHR*<147) <185>
420 PRINT CHR*(17)CHR# <17)CHR* <17)CHR*(18)

"MATRIX ZEIGEN:" <063>
430 PRINT CHR4<17)CHR*(17)"MATRIX"TAB<12)A

#TAB<25)"1“ <133>
440 PRINT CHR4<17)"MATRIX"TAB<12)B*TAB(25)

„2la <192>
450 PRINT CHR* (17)"ERGEBNIS-MATRIX"TAB < 25 >

"3" <249>
460 PRINT CHR*(17)"PR0GRAMMENDE"TAB(25)"4" <0B1>
470 PRINT CHR*<17)CHR* <17)CHR*<17)CHR*(18)

"BITTE AUSWAEHLEN !" <197>
480 GET C*:IF C#<"1" OR C*>"4" THEN 480 <064>
490 ON VAL(C4) GOSUB 570,670,770,550 <108>
500 PRINT CHR4<17)CHR4(18>"ZUM MENUE<3SPAC

E>F DRUECKEN" <228>
510 GET C*:IF C#<>"F" THEN 510 <091>
520 60T0 420 <252>
530 REM ***** UNTERPROGRAMME ***** <156>
540 REM----------- PROGRAMMENDE-------------- <024>
550 END <044>
560 REM ----------- AUSGABE DER l.MATRIX ----------- <043>
570 PRINT CHR*(17)CHR*<17)CHR#<18)A* <091>
580 PRINT CHR4<17)CHR*<17) <027>
590 FOR 1=1 TO Z1 <122>
600 :FOR J=1 TO S1 <157>
610 ::PRINT TAB(INT((S*40-5)/Sl)*(J-l))A(I

,J); <104>
620 :NEXT J <016>
630 :PRINT:PRINT <004>
640 NEXT I <216>
650 RETURN <200>
660 REM ----------- AUSGABE DER 2.MATRIX ----------- <145>
670 PRINT CHR*<17)CHR*(17>CHR*<18)B$ <195>
680 PRINT CHR*<17)CHR$<17) <127>
690 FOR 1=1 TO Z2 <223>
700 :FOR J=1 TO S2 <003>
710 ::PRINT TAB(INT < <S*40-5)/S2)*(J-1))B(I

,□>5 <216>
720 :NEXT J <116>
730 :PRINT:PRINT <104>
740 NEXT I <060>
750 RETURN <044>
760 REM ----------- AUSGABE DER ERGEBNISMATRIX —

— <161>
770 PRINT CHRt<17>CHR*<17);:C*=A*+"*"+B*:P

RINT CHR*(18)C4 <035>
780 PRINT CHR*<17)CHR*<17) <229>
790 FOR 1=1 TO Z1 <068>
800 :FOR J=1 TO S2 <036>
810 ::PRINT TAB<INT((S*40-5)/S2)*<J-1))C(I

,J>5 <070>
820 :NEXT J <218>

830 :PRINT:PRINT <206>
840 NEXT I <162>

850 RETURN <146>

© 64'«-

Listing. »MATRIMULT«, ein Programm zur Multiplikation beliebiger 
Matrizen
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